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Lôøi môû ñaàu
Giaùo trình “Quy hoạch Toán học” naøy  ñöôïc bieân soaïn nhaèm phuïc vuï cho nhu

caàu veà taøi lieäu hoïc taäp cuûa sinh vieân Tröôøng Ñaïi hoïc Sö phaïm Kyõ thuaät thaønh phoá

Hoà Chí Minh. Noäi dung giaùo trình naøy  goàm 6 chöông:

   Chöông 0 :  OÂn taäp vaø boå tuùc moät soá kieán thöùc veà ñaïi soá tuyeán tính vaø giaûi tích loài.

   Chöông 1 :  Baøi toaùn quy hoaïch tuyeán tính.

   Chöông 2 : Baøi toaùn quy hoaïch tuyeán tính ñoái ngaãu.

   Chöông 3: Baøi toaùn vaän taûi.

   Chöông 4: Baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä.

   Chöông 5:  Phöông phaùp sô ñoà maïng PERT-CPM.

Noäi dung moân hoïc nhö treân laø khaù phong phuù. Tuy nhieân, thôøi löôïng daønh

cho moân hoïc naøy chæ coù 45 tieát laø hôi ít.  Do ñoù, ñeå tieáp thu toát moân hoïc, caùc baïn

sinh vieân caàn ñoïc kyõ baøi hoïc trong giaùo trình tröôùc khi ñeán lôùp. Caùc baïn chæ caàn laøm

baøi taäp vöøa ñuû ñeå hieåu roõ noäi dung, yù nghóa caùc baøi toaùn vaø naém vöõng caùc thuaät

toaùn, maø khoâng neân maát thôøi gian nhieàu vôùi vieäc tính toaùn.

Tröôùc moãi chöông  taùc giaû neâu ra nhöõng noäi dung, nhöõng kieán thöùc cô baûn maø

sinh vieân caàn phaûi ñaït ñöôïc. Döïa vaøo ñoù maø caùc baïn sinh vieân bieát ñöôïc mình seõ

phaûi hoïc nhöõng gì,  caàn phaûi hieåu roõ nhöõng khaùi nieäm naøo,  nhöõng noäi dung naøo caàn

phaûi naém vöõng vaø nhöõng baøi toaùn daïng naøo phaûi laøm ñöôïc. Trong moãi chöông, taùc

giaû ñöa vaøo khaù nhieàu ví duï phuø hôïp ñeå minh hoïa laøm saùng toû caùc khaùi nieäm

vöøa ñöôïc trình baøy ñoàng thôøi chæ ra ñöôïc raát nhieàu öùng duïng vaøo thöïc teá.  Sau

moãi chöông coù phaàn baøi taäp ñöôïc choïn loïc  phuø hôïp ñeå sinh vieân töï luyeän taäp nhaèm

ñaït ñöôïc söï hieåu bieát saâu roäng hôn caùc khaùi nieäm ñaõ ñoïc qua vaø thaáy ñöôïc caùc öùng

duïng roäng raõi cuûa caùc kieán thöùc naøy vaøo thöïc teá. Ñeå tieän cho vieäc öùng duïng vaøo thöïc

tieãn, sinh vieân caàn tìm hieåu theâm vieäc söû duïng caùc phaàn meàm tính toaùn cho moân hoïc

naøy nhö : Excel, Matlab , Maple , ...-Phaàn naøy seõ thöïc hieän qua baøi thu hoaïch nhoùm

cuøng vôùi noäi dung chöông 5 khi sinh vieân hoïc moân naøy với tác giả giáo trình.
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Tuy coù raát nhieàu coá gaéng trong coâng taùc bieân soaïn , nhöng chaéc chaén giaùo

trình naøy vaãn coøn thieáu soùt. Chuùng toâi xin traân troïng tieáp thu yù kieán ñoùng goùp cuûa

caùc baïn sinh vieân vaø caùc ñoàng nghieäp ñeå giaùo trình naøy ngaøy caøng hoaøn chænh hôn.

Thö goùp yù xin  göûi veà : Ngoâ  Höõu  Taâm
Tröôøng Ñaïi hoïc  Sö Phaïm Kyõ thuaät TP. Hoà Chí Minh

Khoa Khoa hoïc Cô baûn

     Boä moân Toaùn
Email: tamnh@hcmute.edu.vn

huutamngo@yahoo.com.vn

____________________________________________________________________

Cuộc sống luôn nảy sinh những vấn đề (bài toán) cần giải quyết. Mỗi khi giải

quyết một vấn đề, sau khi đã tìm ra một phương án, chúng ta thường hài lòng

ngay với phương án vừa tìm được ,mà ít nghĩ rằng vấn đề còn có thể giải

quyết bằng phương án khác tốt hơn. Như vậy, khi tìm phương án để giải

quyết một vấn đề, chúng ta phải tìm phương án tốt nhất (nếu có thể). Phương

án tốt nhất để giải quyết một vấn đề với một số điều kiện, ràng buộc cho

trước gọi là phương án tối ưu.

Moãi vaán ñeà caàn giaûi quyeát luoân naèm trong moät heä thoáng nhaát ñònh. Baûn thaân heä thoáng naøy

laïi naèm trong heä thoáng khaùc lôùn hôn goàm nhieàu heä thoáng nhoû. Caùc heä thoáng naøy chòu söï

töông taùc  aûnh höôûng laãn nhau. Hôn nöõa, moãi vaán ñeà laïi chöùa ñöïng beân trong noù nhöõng heä

thoáng nhoû hôn vaø chuùng cuõng chòu söï töông taùc  aûnh höôûng laãn nhau. Do ñoù, ñeå baûo ñaûm

vaán ñeà maø chuùng ta quan taâm ñöôïc giaûi quyeát moät caùch chính xaùc, chuùng ta caàn phaûi chuù yù

ñeán taát caû nhöõng moái lieân heä vaø aûnh höôûng neâu treân.



Quy hoaïch Tuyeán tính 3

Chöông 0

OÂN TAÄP VAØ BOÅ TUÙC MOÄT SOÁ KIEÁN THÖÙC VEÀ
ÑAÏI SOÁ TUYEÁN TÍNH VAØ GIAÛI TÍCH LOÀI

1. Ma traän

Moät ma traän A caáp mn ( côõ mn ) treân R laø moät baûng chöõ nhaät goàm mn phaàn töû
trong R ñöôïc vieát thaønh m haøng vaø n coät nhö sau:
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Trong ñoù aij  R  laø phaàn töû  ôû vò trí haøng thöù i vaø coät thöù j cuûa ma traän A. Ñoâi khi
ma traän A ñöôïc kyù hieäu vaén taét laø :  A = [aij]mxn = ( aij)mxn = A mxn  .

Ma traän coät laø ma traän chæ coù moät coät : X =
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Ma traän haøng laø ma traän chæ coù moät haøng:  Y =  n21 y......yy .
Ma traän coù soá haøng baèng soá coät goïi laø ma traän vuoâng.  Ma traän vuoâng coù n haøng goïi

laø ma traän vuoâng caáp n:   A =
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Ma traän tam giaùc treân:
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 Ma traän tam giaùc döôùi:
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Ma traän ñôn vò caáp n kyù hieäu laø In hay I: In =
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 Caùc pheùp toaùn veà ma traän

i) Ma traän baèng nhau: Cho caùc ma traän A = [aij]mxn, B = [bij]mxn

ii) pheùp coäng, tröø caùc ma traän cuøng caáp:  Cho A = [aij]mxn, , B = [bij]mxn

A = B
NÑ
  aij = bij ;  i = , m ; j = n,1
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iii) Pheùp nhaân moät soá vôùi moät ma traän: Cho A = [aij]mxn ,   R

iv)Pheùp nhaân hai ma traän coù caáp thích hôïp:(soá coät ma traän tröôùc phaûi baèng soá haøng ma traän sau)

Cho caùc ma traän A = [aij]mxn, B = [bij]nxp

v) Pheùp chuyeån vò: Ma trận chuyeån vò cuûa A = [aij]mxn, kyù hieäu AT , AT ÑN
   [ T

jia ]nxm

với T
jia = aij , töùc laø AT coù ñöôïc töø A baèng caùch chuyeån haøng thaønh coät.

 Pheùp bieán ñoåi sô caáp haøng cuûa ma traän

Coù 3 loaïi pheùp bieán ñoåi sô caáp haøng:
Loaïi 1  Hoaùn vò hai haøng : hi hj

Loaïi 2  Nhaân moät soá khaùc 0 vaøo moät haøng : hi hi,   0
Loaïi 3 Thay moät haøng bôûi haøng ñoù coäng vôùi  laàn haøng khaùc:
             hi + hj hi , ij.
Keát hôïp loaïi 2 vaø loaïi 3 ta ñöôïc : hi + hj hi ,   0,  ij.

2. Heä phöông trình tuyeán tính

Moät heä phöông trình tuyeán tính treân R  laø heä thoáng goàm m phöông trình baäc nhaát (n
aån soá) coù daïng toång quaùt nhö sau:
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 A X  = B

Trong ñoù aij  R ( goïi laø caùc heä soá) vaø  bi  R ( goïi laø caùc heä soá töï do) laø caùc soá cho
tröôùc, caùc xj laø caùc aån caàn tìm (trong R).

- Ma traän A goïi laø ma traän heä soá cuûa heä phöông trình (I).

-  Ma traän  B  goïi laø ma traän coät caùc heä soá töï do.

- Ma traän  X  goïi laø ma traän coät caùc aån soá.

A + B
ÑN
  [aij + bij]mxn      ;        A - B
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- Ma traän A 
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= (AB) goïi laø ma traän heä soá boå sung cuûa

heä phöông trình tuyeán tính (I) hoaëc goïi taét laø ma traän boå sung.

- Nghieäm cuûa heä (I) laø boä soá (c1 , c2, ….., cn ) sao cho khi thay  xi  bôûi  ci  thì taát caû
caùc phöông trình cuûa heä ñeàu thoûa.

- Hai heä phöông trình tuyeán tính goïi laø töông ñöông neáu chuùng coù cuøng taäp hôïp
nghieäm.

- Moät heä phöông trình tuyeán tính goïi laø töông thích neáu noù coù nghieäm.

 Ñònh lyù Cronecker - Capelli (n laø soá aån soá cuûa heä phöông trình)

i) r(A) = r( A ) = n  HPT (I) coù nghieäm duy nhaát.

ii) r(A) = r( A ) < n  HPT (I) coù voâ soá nghieäm.(khi ñoù coù n-r(A) aån soá töï do)

iii) r(A) < r( A )   HPT (I) voâ nghieäm.

iv) r(A) = r( A )   HPT (I) coù nghieäm ( heä töông thích).

3. Khoâng gian vectô m

Khoâng gian vectô m  laø taäp m  =  m1,i,Rx/)x,....,x,(xx im21  vôùi pheùp

coäng vectô vaø pheùp nhaân moät soá vôùi moät vectô nhö sau:

 x = (x1 , x2 ,…, xm) m , y = (y1 , y2 ,…, ym) m ,    

 Pheùp coäng vectô:  x + y
ÑN
 (x1 + y1, x2 + y2 , .…, xm + ym) .

 Pheùp nhaân moät soá vôùi moät vectô:  x
ÑN
  ( x1,  x2,.…,  xm).

Moãi vectô x  = (x1 , x2 ,…, xm) coøn goïi laø vectô m chieàu. Vectô khoâng hay vectô zero
laø 0 = (0, 0, ...., 0).

 Toå hôïp tuyeán tính: Vectô x goïi laø toå hôïp tuyeán tính cuûa caùc vectô u1, u2, …, un

neáu vaø chæ neáu toàn taïi caùc soá R,......,, n21 ααα sao cho

x = nn211 u..........uu 2 ααα 

 Phuï thuoäc tuyeán tính: Caùc vectô u1, u2, ……, un goïi laø phuï thuoäc tuyeán tính neáu vaø
chæ neáu toàn taïi caùc soá R,...,, n21 ααα khoâng ñoàng thôøi baèng 0 sao cho

nn211 u..........uu 2 ααα  = 0

 Ñoäc laäp tuyeán tính: Caùc vectô u1, u2, ……, un goïi laø ñoäc laäp tuyeán tính neáu vaø chæ
neáu : nn211 u..........uu 2 ααα  = 0  0.... n21  ααα



Quy hoaïch Tuyeán tính 6

 Cô sôû: Caùc vectô u1, u2, …, um  goïi laø cô sôû cuûa khoâng gian vectô m neáu vaø chæ

neáu chuùng ñoäc laäp tuyeán tính vaø moïi vectô x m ñeàu laø toå hôïp tuyeán tính cuûa

caùc vectô u1, u2, …, um.

  Tích voâ höôùng Euclide trong m laø tích voâ höôùng ñöôïc ñònh nghóa  nhö sau:

 x = (x1 , x2 ,…, xm) m ,  y = (y1 , y2 ,…, ym) m

                   <x,y>
ÑN

  x1 y1 + x2 y2 + .….+ xm ym

 Chuaån hay ñoä daøi vectô  x,  kyù hieäu x  :  xx,x
ÑN

 Khoâng gian m vôùi tích voâ höôùng nhö treân laø moät khoâng gian Euclide.

 Trong khoâng gian vectô m, caùc vectô coät e1 =
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löôït goïi laø vectô ñôn vò thöù 1, 2, …., m.

4. Heä phöông trình tuyeán tính chuaån

Cho heä phöông trình tuyeán tính
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Heä (I’) goïi laø heä phöông trình tuyeán tính chuaån neáu töø ma traän A, ta coù theå choïn ra
m coät vaø saép xeáp laïi ñeå ñöôïc moät ma traän ñôn vò caáp m.
Ví duï 1

a) Heä
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 coù caùc coät 1, 2, 3 saép thaønh ma traän ñôn vò.

b) Heä






















mnmnmmm

nnm

nnm

bxaxax

bxaxax
bxaxax









11m

2211m22

1111m11

laø  heä  phöông
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 trình chuaån vì ma traän heä soá A =

























mn1mm

n21m2

n11m1

aa100

aa010
aa001









 coù caùc coät 1,2,…,

m saép thaønh ma traän ñôn vò.

c) Heä












3xxx3x
4x2xx2x3
2xx3xx2

6421

4321

5421

laø heä phöông trình chuaån vì ma traän

heä soá A =
















101031
002123
013012

coù caùc coät 5, 3, 6 saép thaønh ma traän ñôn vò.

 AÅn cô baûn-Nghieäm cô baûn

 Xeùt heä phöông trình chuaån (I’) ôû treân. Khi ñoù, aån öùng vôùi caùc veùctô coät ñôn vò
cuûa ma traän A goïi laø aån cô baûn (aån cô sôû); caùc aån khaùc goïi laø aån khoâng cô baûn.
AÅn cô baûn öùng vôùi vectô ñôn vò thöù  i goïi laø aån cô baûn thöù i. Saép xeáp caùc aån cô
baûn theo thöù töï caùc vectô ñôn vò 1, 2, ..., m  ta ñöôïc heä aån cô baûn. Caàn löu yù laø
nếu có nhiều ẩn ứng với cùng một veùctô coät ñôn vò thì chỉ chọn một ẩn làm aån cô
baûn, caùc aån coøn laïi laø aån khoâng cô baûn.

 Nghieäm cuûa moät heä phöông trình chuaån maø caùc aån khoâng cô baûn ñeàu baèng 0 goïi
laø nghieäm cô baûn. Noùi caùch khaùc, nghieäm cô baûn cuûa moät heä phöông trình
tuyeán tính chuaån laø nghieäm nhaän ñöôïc töø daïng nghieäm toång quaùt khi cho caùc aån
khoâng cô baûn nhaän giaù trò 0.

Ví duï 2

a) Heä phöông trình chuaån :












3xx3x
2x15x2x
1x10x3x

543

432

431

 coù caùc aån cô baûn

thöù 1, 2, 3 laàn löôït laø x1, x2, x5 vaø heä aån cô baûn laø (x1, x2, x5); caùc aån khoâng cô
baûn laø x3, x4. Moät nghieäm cô baûn cuûa heä laø (x1, x2, x3, x4, x5) = (1, 2, 0, 0, -3).

b) Heä phöông trình chuaån












3xxx3x
4x2xx2x3
2xx3xx2

6421

4321

5421

 coù caùc aån cô

baûn thöù 1, 2, 3 laàn löôït laø x5, x3, x6 vaø heä aån cô baûn laø (x5, x3, x6); caùc aån khoâng
cô baûn laø x1, x2, x4. Moät nghieäm cô baûn cuûa heä laø (x1,x2, x3, x4, x5, x6) =
(0,0,4,0,2, 3).

 Pheùp khöû Gauss- Jordan     Xeùt heä phöông trình chuaån
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











3xx3x
1x15xx
2x10xx

542

432

421

 coù caùc aån cô baûn laø x1, x3, x5 vaø heä aån cô baûn

laø (x1, x3, x5); caùc aån khoâng cô baûn laø x2, x4. Nghieäm cô baûn ban ñaàu laø
(x1, x2, x3, x4, x5) = (2, 0, 1, 0, -3).

Ma traän boå sung cuûa heä laø

A  =



















3
1
2

13010
015110
010011

   1312 hh;hh























5
1

2

17001
025101
010011

= A*

Heä phöông trình chuaån öùng vôùi ma traän boå sung  A* coù caùc aån cô baûn
laø x2, x3, x5 vaø heä aån cô baûn laø (x2, x3, x5);  caùc aån khoâng cô baûn laø x1, x4. Nghieäm cô
baûn môùi cuûa heäâ laø (x1, x2, x3, x4, x5) = (0, 2, -1, 0, -5).
Pheùp bieán ñoåi ma traän boå sung nhö treân goïi laø pheùp khöû  Gauss-Jordan vôùi phaàn töû
truïc xoay laø a12. Pheùp khöû naøy bieán coät 2 thaønh coät vectô ñôn vò thay cho coät 1 ñoàng
thôøi giöõ nguyeân hai coät vectô ñôn vò laø coät 3 vaø coät 5, ñöa aån x1 ra khoûi heä aån cô baûn
vaø aån x2 vaøo trong heä aån cô baûn.

5. Khaùi nieäm taäp loài, ñieåm cöïc bieân

 Ñöôøng thaúng, ñoaïn thaúng, sieâu phaúng, nöûa khoâng gian
 Cho hai ñieåm a, b trong khoâng gian Euclide n. Ñöôøng thaúng qua hai ñieåm a, b

laø taäp taát caû caùc ñieåm x trong n coù daïng:

x = a + (1-)b ,   
       Neáu  0    1  thì ta coù ñoaïn thaúng  noái hai ñieåm a vaø b.  Khi ñoù, moïi ñieåm
       x = a +(1-)b vôùi 0 < <1 ñeàu laø ñieåm trong cuûa ñoïan thaúng noái a vaø b.
 Moät sieâu phaúng trong n laø taäp taát caû ñieåm x = (x1 , x2 ,…, xn)  n thoûa maõn

phöông trình tuyeán tính: a1x1 + a2 x2 +…+anxn = ,   , ai  
Trong khoâng gian 2 chieàu sieâu phaúng laø moät ñöôøng thaúng; trong khoâng gian 3
chieàu sieâu phaúng laø moät maët phaúng.
 Moät nöûa khoâng gian ñoùng trong n laø taäp taát caû ñieåm x = (x1, x2 ,…, xn)  n thoûa

maõn baát phöông trình tuyeán tính: a1x1 + a2 x2 +…+anxn   ,   , ai  
 Moät nöûa khoâng gian môû trong n laø taäp taát caû ñieåm x = (x1, x2 ,…, xn)  n thoûa

maõn baát phöông trình tuyeán tính: a1x1 + a2 x2 +…+anxn <  ,   , ai  

 Taäp loài  ( convex set)
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 Taäp C  n ñöôïc goïi laø taäp loài neáu : x, y C , 0    1 x + (1-)y  C. Töùc laø

neáu C chöùa hai ñieåm naøo ñoù thì C phaûi chöùa caû ñoaïn thaúng noái hai ñieåm ñoù.

Ví duï 3
a) Đa giác lồi, hình elip, khối đa diện lồi, khối cầu là caùc taäp loài

           x
                       y

b) Hi ̀nh vành khăn, đa giác lõm, đa diện lõm, đường elip, mặt cầu là caùc taäp khoâng loài

               x

                            y                     x             y

 Ñieåm cöïc bieân  Ñieåm  x*  cuûa taäp C goïi laø ñieåm cöïc bieân neáu trong C khoâng coù
ñoaïn thaúng naøo nhaän x* laø ñieåm trong.

Ví duï 4
a) Hình ña giaùc loài coù caùc ñieåm cöïc bieân chính laø caùc ñænh cuûa noù.
b) Hình ña dieän loài coù caùc ñieåm cöïc bieân chính laø caùc ñænh cuûa noù.
c) Hình elip ñoùng coù caùc ñieåm cöïc bieân laø moïi ñieåm thuoäc ñöôøng bieân cuûa noù.
d) Hình caàu ñoùng coù caùc ñieåm cöïc bieân laø moïi ñieåm thuoäc maët caàu bieân cuûa noù.

Baøi taäp

Baøi 0.1 Cho heä phöông trình chuaån :












3xxx3x
4x2xxx3
2xxx2x2

6531

5321

5431

a) Tìm heä aån cô baûn, noùi roõ thöù töï caùc aån cô baûn.
b) Tìm nghieäm cô baûn ban ñaàu.
c) Tìm hai heä aån cô baûn môùi vaø hai nghieäm cô baûn môùi. ( aùp duïng pheùp khöû Gauss-Jordan)

Baøi 0.2  Chöùng minh raèng soá nghieäm cô baûn cuûa moät heä phöông trình tuyeán tính
chuaån laø höõu haïn.
Baøi 0.3
a) Chöùng minh raèng  giao cuûa hai taäp loài laø moät taäp loài. Suy ra giao cuûa moät soá höõu

haïn taäp loài laø taäp loài.
b) Haõy laáy moät ví duï chöùng toû raèng hôïp cuûa hai taäp loài coù theå khoâng laø moät taäp loài.

Baøi 0.4 Tìm ba nghieäm cô baûn cuûa caùc heä phöông trình sau
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a)












3xx3x
2x15x2x
1x10x3x

543

432

431

 b)












323
422
123

6532

5321

5432

xxxx
xxxx
xxxx

Caâu hoûi traéc nghieäm
( choïn moät trong 4 caâu : A, B, C, D)

Caâu 1

 Cho heä phöông trình tuyeán tính :



















 mnmn2m21m1

n2n222121

n1n212111

bxa....xaxa
...............................................

2bxa....xaxa
1bxa.....xaxa

(I). Goïi A laø

ma traän heä soá vaø A  laø ma traän heä soá boå sung cuûa heä phöông trình (I). Khaúng ñònh
naøo sau ñaây sai?

A) r(A) = r( A )  HPT (I) coù nghieäm .

B) r(A) = r( A ) < n  HPT (I) coù voâ soá nghieäm.

C) r(A) < r( A )   HPT (I) voâ nghieäm.

D) Neáu A laø ma traän vuoâng vaø detA = 0 thì heä (I) voâ nghieäm.

Caâu 2 Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

A) Moïi heä phöông trình tuyeán tính chuaån ñeàu coù nghieäm.

B) Moïi heä phöông trình tuyeán tính coù soá phöông trình nhieàu hôn soá aån soá ñeàu voâ
nghieäm.

C) Trong moät nghieäm cô baûn cuûa heä phöông trình tuyeán tính chuaån thì moïi aån
khoâng cô baûn ñeàu nhaän giaù trò 0.

D) Soá nghieäm cô baûn cuûa moät heä phöông trình tuyeán tính chuaån höõu haïn.

Caâu 3 Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

A) Giao cuûa hai taäp loài laø moät taäp loài.

B) Moïi ñieåm bieân cuûa moät taäp loài ñeàu laø ñieåm cöïc bieân.

C) Moïi ñieåm cöïc bieân cuûa moät taäp loài ñeàu laø ñieåm bieân.

D) Moïi ña giaùc loài ñeàu laø taäp loài.

Caâu 4 Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

A) Giao cuûa moät soá höõu haïn taäp loài laø taäp loài.

B) Trong khoâng gian, moïi ña dieän loài ñeàu laø taäp loài.

C) Trong khoâng gian, moïi ñænh cuûa ña dieän loài ñeàu laø ñieåm cöïc bieân.

D) Maët caàu laø taäp loài.
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Chöông 1

BAØI TOAÙN QUY HOAÏCH TUYEÁN TÍNH
Sô ñoà sau ñaây cho bieát caáu truùc logic cuûa chöông 1 vaø yeâu caàu toái thieåu ñoái vôùi sinh
vieân laø phaûi laøm ñöôïc taát caû caùc vieäc chæ ra trong sô ñoà.

Baøi toaùn thöïc teá

Laäp moâ hình toaùn
hoïc ta ñöôïc baøi
toaùn QHTT (P)

Ñöa baøi toaùn (P) veà
baøi toaùn daïng chính
taéc Daïng chuaån

Giaûi baøi toaùn daïng
chuaån baèng phöông
phaùp ñôn hình

Suy ra keát quaû baøi
toaùn (P)

Suy ra keát quaû baøi
toaùn thöïc teá

Neáu (P) chæ coù 2 aån
thì coù theå giaûi (P)
baèng phöông phaùp

hình hoïc
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§ 1. CAÙC  VÍ  DUÏ  DAÃN  ÑEÁN  BAØI  TOAÙN QUY  HOAÏCH
TUYEÁN  TÍNH-LAÄP MOÂ HÌNH TOAÙN HOÏC

Trong baøi naøy, thoâng qua moät soá baøi toaùn cuï theå, baïn seõ hoïc caùch phaân tích ñònh tính
vaø ñònh löôïng roài töø ñoù laäp moâ hình toaùn hoïc cho moät soá vaán ñeà thöïc teá.

1.1. Caùc ví duï

Ví duï 1 ( baøi toaùn laäp keá hoạch saûn xuaát )

Moät xí nghieäp coù 3000 ñôn vò nguyeân lieäu loaïi A, 5000 ñôn vò nguyeân lieäu loaïi B,
2000 ñôn vò nguyeân lieäu loaïi C. Caùc nguyeân lieäu treân duøng ñeå saûn xuaát 4 loaïi haøng
hoùa : I, II, III, IV. Ñònh möùc nguyeân lieäu caàn thieát vaø lôïi nhuaän khi saûn xuaát moät ñôn
vò saûn phaåm moãi loaïi ñöôïc cho trong baûn sau ñaây:

I II III IV

A 12 5 15 6

B 14 8 7 9

C 17 13 9 12

Lôïi nhuaän 5 8 4 6

Haõy laäp moâ hình baøi toaùn xaùc ñònh phöông aùn saûn xuaát ñaït lôïi nhuaän cao nhaát.

Giaûi

Goïi x1, x2, x3, x4 laàn löôït laø soá ñôn vò saûn phaåm loaïi I, II, III, IV  caàn saûn xuaát.  Theo
ñeà baøi ta coù:
Tổng lôïi nhuaän cao nhaát: 5x1 + 8x2 + 4x3 + 6x4 max
Löôïng nguyeân lieäu tieâu thuï khoâng vöôït quaù soá löôïng nguyeân lieäu hieän coù:

2000x12x9x13x17
5000x9x7x8x14
3000x6x15x5x12

4321

4321

4321













 0x,0x,0x,0x:aâm khoângloaïimoãi phaåmsaûnvòñônSoá 4321 

Neáu saûn phaåm laø thaønh phaåm nhö baøn, gheá, quaàn aùo, taøu, xe, maùy moùc,..thì caàn
coù theâm ñieàu kieän soá saûn phaåm laø soá nguyeân.

Toùm laïi ta coù baøi toaùn
Tìm (x1, x2, x3, x4) sao cho thoûa maõn:
                  (1)     f(x1, x2, x3, x4) =  5x1 + 8x2 + 4x3 + 6x4 max

                  (2)
2000x12x9x13x17

5000x9x7x8x14
3000x6x15x5x12

4321

4321

4321













                  (3) 0x,0x,0x,0x 4321  ( coù theå caàn theâm ñieàu kieän nguyeân)
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Ví duï 2 (baøi toaùn caét vaät lieäu )

Moät coâng ty may maëc caàn saûn xuaát 5000 quaàn vaø ít nhaát 3000 aùo. Moãi taám vaûi coù 6
caùch caét vôùi soá löôïng quaàn aùo töông öùng ñöôïc cho trong baûng sau:

Caùch caét Quaàn AÙo
1 90 35
2 80 55
3 70 70
4 60 90
5 120 0
6 0 100

Haõy laäp moâ hình baøi toaùn tìm phöông aùn caét quaàn aùo sao cho toång soá taám vaûi söû
duïng laø ít nhaát?

Giaûi

Goïi x1, x2, …, x6 laàn löôït laø soá taám vaûi caét theo caùch 1, 2,…, 6. Theo ñeà baøi ta coù :

 Toång soá taám vaûi söû duïng laø ít nhaát :  x1+ x2+ …+ x6 min

 Yeâu caàu cần sản xuất 5000 quaàn  :  90x1 + 80x2 + 70x3 + 60x4 +120x5 = 5000

 Yeâu caàu cần sản xuất  ít nhất 3000 aùo : 35x1 + 55x2 + 70x3 + 90x4 +100x6  3000

 Soá taám vaûi söû duïng cho moãi caùch caét khoâng aâm vaø nguyeân vì moãi caùch caét caàn söû
duïng soá nguyeân taám vaûi: x1 0, x2 0, …, x6  0  vaø nguyeân.

Toùm laïi ta coù baøi toaùn
Tìm (x1, x2, …, x6) sao cho thoûa maõn:

(1)     f(x1, x2, …, x6) = x1+ x2+ …+ x6 min

                  (2)







300010090705535
500012060708090

64321

54321

xxxxx
xxxxx

       (3)    x1 0 , x2 0, …, x6  0 vaø nguyeân

Ví duï 3  (baøi toaùn dinh döôõng )

Ñeå nuoâi moät loaïi gia suùc trong moät ngaøy (24 giôø)  caàn coù khoái löôïng toái thieåu caùc
chaát ñaïm, ñöôøng vaø chaát khoaùng töông öùng laø 180 gam, 120 gam vaø 60 gam. Treân
thò tröôøng hieän coù baùn 3 loaïi thöùc aên A , B, C vôùi tyû leä  caùc chaát trong moät kg thöùc aên
ñöôïc cho trong baûng sau ( ñôn vò laø gam) :

Chaát boå
Thöùc aên

Ñaïm Ñöôøng Khoùang

A 10 30 2
B 20 40 1
C 25 20 3
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Bieát chi phí ñeå mua moãi kg thöùc aên A, B, C töông öùng laø 3000 ñoàng, 5000 ñoàng,
3500 ñoàng. Haõy laäp moâ hình baøi toaùn tìm phöông aùn mua thöùc aên caùc loaïi A, B, C
sau cho ñaûm baûo ñöôïc nhu caàu dinh döôõng toái thieåu vôùi chi phí thaáp nhaát.

Giaûi

Goïi x1, x2, x3 laàn löôït laø löôïng thöùc aên A, B, C caàn mua (ñôn vò laø kg).  Theo ñeà baøi
ta coù:
Tổng chi phí thaáp nhaát  : 3000x1 + 5000x2 + 3500x3 min

Baûo ñaûm nhu caàu dinh döôõng toái thieåu :












60x3xx2
120x20x40x30
180x25x20x10

321

321

321

 aâm khoângmuacaànloaïimoãiaênthöùclöôïngSoá : 0x,0x,0x 321 

Toùm laïi ta coù baøi toaùn
Tìm (x1, x2, x3) sao cho thoûa maõn:
                  (1)     f(x1, x2, x3) = 3000x1 + 5000x2 + 3500x3 min

                  (2)












60x3xx2
120x20x40x30
180x25x20x10

321

321

321

                (3) 0x,0x,0x 321 

Ví duï 4  (baøi toaùn vaän taûi)
Coù m nôi A1, A2,…,Am cung caáp moät loaïi maët haøng naøo ñoù vôùi khoái löôïng töông öùng
laø a1, a2,…, am. Cuøng luùc ñoù coù n nôi B1, B2,…, Bn tieâu thuï loaïi haøng ñoù vôùi khoái löôïng
yeâu caàu töông öùng laø b1, b2,…, bn (ñôn vò khoái löôïng tính baèng taán). Ta goïi Ai laø ñieåm
phaùt haøng thöù  i  mii ,  vaø Bj laø ñieåm thu haøng thöù j  nj ,1 .

Giaû söû toång löôïng haøng caàn phaùt ñi ôû caùc ñieåm phaùt baèng toång löôïng haøng thu veà ôû
caùc ñieåm thu    ji ba , töùc laø baøi toùan caân baèng thu phaùt.

Cho bieát chi phí chuyeân chôû moät taán haøng töø Ai ñeán Bj laø cij ñoàng. Ma traän
 

nmij
cC


  goïi laø ma traän cöôùc phí.

Haõy laäp keá hoaïch vaän chuyeån töø moãi ñieåm phaùt ñeán moãi ñieåm thu bao nhieâu taán
haøng ñeå:

- Caùc ñieåm phaùt ñeàu phaùt heát haøng.
- Caùc ñieåm thu ñeàu nhaän ñuû haøng yeâu caàu.
- Toång cöôùc phí phaûi traû laø ít nhaát.

Giaûi
 Phaân tích baøi toaùn:  Ñaët xij laø soá taán haøng chuyeån töø Ai ñeán Bj.

a) Taát nhieân  njmixij ,1,,10 
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b) Toång löôïng haøng phaùt ñi töø Ai ñeán taát caû caùc Bj laø:





n

j
ijinijii xxxxx

1
21 ......

Vì caùc ñieåm phaùt phaûi phaùt heát haøng neân ta coù : 


n

j
ijx

1
= ai  mi ,1

c) Toång löôïng haøng thu veà Bj töø taát caû caùc Ai laø:





m

i
ijmjijjj xxxxx

1
21 ......

Vì caùc ñieåm thu phaûi thu ñuû  haøng neân ta coù : 


m

1i
ijx = bj  nj ,1

d) Toång cöôùc phí phaûi traû: 
 

m

1i

n

1j
ijijxc .  Toång naøy caøng nhoû caøng toát.

Töø caùc phaân tích treân, ta coù moâ hình baøi toaùn:
(1)   min

i j
ijij xcxf

(2)
 

 




















m

1i
jij

n

1j
iij

n,1ibx

m,1iax

(3)  njmixij ,1;,10 

Ví duï 5  ( baøi toaùn  kieåm soaùt oâ nhieãm)

Moät coâng ty cement saûn xuaát moãi naêm 2.500.000 thuøng cement. Khi saûn xuaát moãi
thuøng cement sinh ra 2 kg buïi. Coâng ty ñöôïc yeâu caàu söû duïng thieát bò loïc buïi: thieát
bò A loïc ñöôïc 1,5  kg buïi/thuøng cement, chi phí hoïat ñoäng laø 1.400 ñoàng/thuøng; thieát
bò B loïc ñöôïc 1,8  kg buïi/thuøng cement, chi phí hoïat ñoäng laø 1.800 ñoàng/thuøng .
Coâng ty ñöôïc yeâu caàu phaûi giaûm bôùt ít nhaát 4.200.000 kg buïi moãi naêm. Hoûi coâng ty
neân söû duïng moãi loaïi thieát bò loïc nhö theá naøo ñeå ñaït yeâu caàu  vaø chi phí thaáp nhaát?
Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn naøy.

Giaûi
Goïi x, y laàn löôït laø soá thuøng cement söû duïng thieát bò loïc buïi A, B moãi naêm. Theo ñeà
baøi ta coù:
 Tổng chi phí thaáp nhaát: 1.400x +1.800y min.
 Soá thuøng cement coù söû duïng thieát bò loïc buïi khoâng vöôït qua soá thuøng cement

saûn xuaát : x + y  2.500.000
 Coâng ty ñöôïc yeâu caàu phaûi giaûm bôùt ít nhaát  4.200.000  kg buïi moãi naêm:

1,5x + 1,8y  4.200.000
 Soá thuøng cement coù söû duïng thieát bò loïc buïi moãi loaïi khoâng aâm: x 0, y  0
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Toùm laïi ta coù baøi toaùn
(1) f(x,y) = 1.400x +1.800y min

(2)







000.200.4y8,1x5,1
000.500.2yx

(3) x 0, y  0
Ví duï 6 (Baøi toaùn laäp keá hoaïch saûn xuaát)
Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn sau ñaây.

Moät coâng ty may maëc kyù hôïp ñoàng giao cho khaùch haøng 260.000 boä quaàn aùo trong
thôøi gian 1 thaùng. Coâng ty coù ba xí nghieäp A, B, C vaø quaàn aùo phaûi ñöôïc saûn xuaát vaø
ñoùng goùi thaønh boä taïi moãi xí nghieäp. Naêng löïc saûn xuaát trong moät thaùng vaø chi phí
saûn xuaát ñoái vôùi moãi boä quaàn aùo cuûa caùc xí nghieäp trong thôøi gian thöôøng trong thôøi
gian taêng ca ñöôïc cho trong baûng sau:

Xí nghieäp A Xí nghieäp B Xí nghieäp CXí nghieäp

Thôøigian SX

Naêng löïc
saûn xuaát

Chi phí Naêng löïc
saûn xuaát

Chi phí Naêng löïc
saûn xuaát

Chi phí

Thôøi gian
thöôøng

90.000
boä/thaùng

73.000
ñoàng/boä

50.000
boä/thaùng

74.500
ñoàng/boä

80.000
boä/thaùng

74.000
ñoàng/boä

Thôøi gian
taêng ca

40.000
boä/thaùng

74.200
ñoàng/boä

22.000
boä/thaùng

75.500
ñoàng/boä

35.000
boä/thaùng

75.000
ñoàng/boä

Bieát raèng soá boä quaàn aùo saûn xuaát taïi hai xí nghieäp B vaø C phaûi ít nhaát laø 156.000 boä.
Hoûi phaûi phaân coâng saûn xuaát cho caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå hoaøn thaønh hôïp ñoàng
vôùi chi phí thaáp nhaát.

Giải
Goïi: 21 , xx  laàn löôït laø soá boä quaàn aùo saûn xuaát trong thôøi gian thöôøng vaø thôøi gian taêng
ca taïi xí nghieäp A trong moät thaùng; 21 , yy  laàn löôït laø soá boä quaàn aùo saûn xuaát trong
thôøi gian thöôøng vaø thôøi gian taêng ca taïi xí nghieäp B trong moät thaùng; 21 , zz  laàn löôït
laø soá boä quaàn aùo saûn xuaát trong thôøi gian thöôøng vaø thôøi gian taêng ca taïi xí nghieäp C
trong moät thaùng.
Ta coù:
 Toång chi phí saûn xuaát beù nhaát:

 21 200.74000.73 xx  21 500.75500.74 yy min000.75000.74 21  zz

 Caàn saûn xuaát ñuû 260.000 ñeå giao cho khaùch haøng:
 21 xx  21 yy 000.26021  zz

 Soá boä quaàn aùo saûn xuaát phaûi khoâng aâm vaø nguyeân: 01 x  vaø 1x  nguyeân, 02 x
vaø 2x  nguyeân, 01 y  vaø 1y  nguyeân, 02 y  vaø 2y  nguyeân, 01 z  vaø 1z  nguyeân,

02 z  vaø 2z  nguyeân.
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 Soá boä quaàn aùo saûn xuaát trong thôøi gian thöôøng vaø thôøi gian taêng ca taïi moãi xí
nghieäp khoâng vöôït quaù naêng löïc saûn xuaát cuûa xí nghieäp ñoù: 000.901 x ,

000.402 x , 000.501 y , 000.222 y , 000.801 z , 000.352 z .

 Soá boä quaàn aùo saûn xuaát taïi hai xí nghieäp B vaø C phaûi ít nhaát laø 156.000 boä:
 21 yy 000.15621  zz

Toùm laïi ta coù moâ hình baøi toaùn laø tìm 21 , xx , 21 , yy , 21 , zz  sao cho:
(1)  21 200.74000.73 xx  21 500.75500.74 yy min000.75000.74 21  zz

(2)




















000.560
000.35;000.80
000.22;000.50
000.40;000.90

000.260

2121

21

21

21

212121

zzyy
zz
yy
xx
zzyyxx

(3) 01 x , 02 x , 01 y , 02 y , 01 z , 02 z  vaø 1x , 2x , 1y , 2y , 1z , 2z  nguyeân

Ví duï 7 (Baøi toaùn laäp keá hoaïch saûn xuaát)

Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn sau ñaây.

Moät coâng ty may maëc caàn saûn xuaát 3 loaïi saûn phaåm may maëc laø A, B, C vaø moãi saûn
phaåm naøy ñeàu phaûi qua 3 coâng ñoaïn laø coâng ñoaïn 1, coâng ñoaïn 2, coâng ñoaïn 3.
Chi phí saûn xuaát trung bình (goàm taát caû chi phí nhö nguyeân lieäu, nhaân löïc,…) ñoái
vôùi moãi saûn phaåm, giaù baùn töông öùng cuûa moãi saûn phaåm, toång soá giôø lao ñoäng öùng
vôùi moãi coâng ñoaïn maø coâng ty coù ñöôïc trong moät tuaàn vaø ñònh möùc tieâu hao soá giôø
lao ñoäng cuûa moãi saûn phaåm öùng vôùi moãi coâng ñoaïn ñöôïc cho trong baûng sau:

Ñònh möùc tieâu hao soá giôø lao
ñoäng cuûa moãi  saûn phaåm öùng

vôùi moãi coâng ñoaïn

A B C

Toång soá giôø lao ñoäng
öùng vôùi moãi coâng

ñoaïn maø coâng ty coù
ñöôïc trong 1 tuaàn

Coâng ñoaïn 1 3 2,5 2 350 giôø (CÑ1)

Coâng ñoaïn 2 5 3 5 650 giôø (CÑ2)

Coâng ñoaïn 3 4 2 3 400 giôø (CÑ3)
Chi phí saûn xuaát trung

bình moãi saûn phaåm
$6 $5,5 $5

Giaù baùn moãi saûn
phaåm

$11 $9 $8,5

Bieát caùc saûn phaåm saûn xuaát ra ñeàu coù theå baùn heát vôùi ñieàu kieän soá saûn phaåm A
khoâng ñöôïc vöôït quaù  toång cuûa soá saûn phaåm B vaø C. Hoûi moãi tuaàn coâng ty caàn saûn
xuaát moãi loaïi saûn phaåm laø A, B, C vôùi soá löôïng töông öùng bao nhieâu ñeå lôïi nhuaän
trung bình lôùn nhaát?
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Giải
Gọi zyx ,,  là số sản phẩm loại A, B, C mà công ty cần sản xuất mỗi tuần.

Lợi nhuận lớn nhất: max)55,8()5,59()611(),,(  zyxzyxf

Số giờ lao động sử dụng mỗi công đoạn không vượt quá tổng số giờ lao động
mỗi công đoạn mà công ty có được trong 1 tuần:

Coâng ñoaïn 1: 35025,23  zyx

Coâng ñoaïn 2: 650535  zyx

Coâng ñoaïn 3: 400324  zyx

Số sản phẩm loại A không vượt quá tổng số sản phẩm loại  B và C: zyx 

Số sản phẩm mỗi loại không âm và nguyên: 0,0,0  zyx  và zyx ,,  nguyên

Tóm lại ta có mô hình  bài toán là là tìm các số zyx ,,  sao cho:

(1) max5,25,35),,(  zyxzyxf

(2)
















zyx
zyx
zyx
zyx

400324
650535
35025,23

          (3) 0,0,0  zyx  và zyx ,,  nguyên

1.2. Quy tắc vàng khi lập mô hình toán học bài toán thực tế và khái niệm
tối ưu:

Mỗi ý diễn đạt bằng ngôn ngữ thông thường phải được diễn đạt tương đương

bằng ngôn ngữ toán học. Ngôn ngữ thông thường đôi khi bất định (không

tường minh, không rõ ràng, mờ, ngẫu nhiên,…) nên khi lập mô hình cần chú ý

đến yếu tố này (định tính, định lượng,…).

Cuộc sống luôn nảy sinh những vấn đề (bài toán) cần giải quyết. Mỗi khi giải

quyết một vấn đề, sau khi đã tìm ra một phương án, chúng ta thường hài lòng

ngay với phương án vừa tìm được, mà ít nghĩ rằng vấn đề còn có thể giải

quyết bằng phương án khác tốt hơn. Như vậy, khi tìm phương án để giải

quyết một vấn đề, chúng ta phải tìm phương án tốt nhất (nếu có thể). Phương

án tốt nhất để giải quyết một vấn đề với một số điều kiện, ràng buộc cho

trước gọi là phương án tối ưu.
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Mỗi vấn đề cần giải quyết luôn nằm trong một  hệ thống nhất định. Bản thân

hệ thống này lại nằm trong hệ thống khác lớn hơn gồm nhiều hệ thống nhỏ.

Các hệ thống này chịu sự  tương tác ảnh hưởng lẫn nhau theo các chiều

không gian và thời gian. Hơn nữa, mỗi vấn đề lại chứa đựng bên trong nó

những hệ thống nhỏ hơn và chúng cũng chịu sự tương tác ảnh hưởng lẫn

nhau. Do đó, để bảo đảm vấn đề mà chúng ta quan tâm được giải quyết một

cách chính xác, chúng ta cần phải chú ý đến tất cả những mối liên hệ và ảnh

hưởng nêu trên.

1.3. Moät soá böôùc cô baûn ñeå laäp moâ hình toaùn hoïc vaø giaûi baøi toaùn thöïc teá

 Böôùc 1   Xaây döïng moâ hình ñònh tính cho vaán ñeà thöïc teá; töùc laø xaùc ñònh caùc
yeáu toá, yù nghóa vaø qui luaät maø chuùng phaûi tuaân theo. Noùi caùch khaùc laø phaùt bieåu
moâ hình baèng lôøi hay bieåu ñoà caùc ñieàu kieän kinh teá, kyõ thuaät, töï nhieân, xaõ hoäi,
caùc muïc tieâu caàn ñaït ñöôïc,....

 Böôùc 2  Dieãn taû laïi döôùi daïng ngoân ngöõ toaùn hoïc moâ hình ñònh tính ôû treân ñeå
ñöôïc moâ hình toaùn hoïc cuûa vaán ñeà ñang xeùt. ÔÛ böôùc naøy, ta choïn caùc bieán phuø
hôïp ñaëc tröng cho caùc yeáu toá hoaëc caùc ñaïi löôïng ñang xeùt vaø thieát laäp caùc
phöông trình, baát phöông trình veà moái lieân heä giöõa chuùng.

 Böôùc 3 Khaûo saùt vaø giaûi baøi toaùn coù ñöôïc ôû böôùc 2 :

 Söû duïng caùc coâng cuï toaùn hoïc phuø hôïp vaø cuï theå hoùa baèng thuaät
toaùn.

 Neáu kích thöôùc baøi toaùn lôùn khoâng theå giaûi baèng tay thì phaûi söû
duïng maùy tính vaø phaàn meàm phuø hôïp.

 Tieán haønh tính toaùn ñeå cho ra keát quaû.

 Böôùc 4    Phaân tích vaø kieåm ñònh  laïi keát quaû coù ñöôïc ôû böôùc 3. Trong böôùc naøy,
caàn phaûi xaùc ñònh möùc ñoä phuø hôïp cuûa moâ hình vaø keát quaû tính toaùn vôùi baøi toaùn
thöïc teá. Coù theå xaûy ra moät trong hai khaû naêng sau:

Khaû naêng 1: Moâ hình vaø keát quaû tính toaùn phuø hôïp vôùi thöïc teá. Khi ñoù ta caàn laäp
baûng toång keát ghi roõ caùch ñaët vaán ñeà, caùc böôùc phaân tích laäp moâ hình, caùc soá lieäu,
thuaät toaùn vaø phaàn meàm söû duïng,.... (laäp baûng toång keát seõ thuaän tieän cho vieäc phaûn
bieän, trieån khai thöïc hieän, kieåm tra ñaùnh giaù, hieäu chænh .....).

Khaû naêng 2: Moâ hình vaø keát quaû tính toaùn khoâng phuø hôïp vôùi thöïc teá. Khi ñoù, ta caàn
kieåm tra laïi toaøn boä ñeå tìm ra caùc nguyeân nhaân. Caùc nguyeân nhaân thöôøng gaëp laø:

 Moâ hình ñònh tính chöa phaûn aùnh ñuùng vaø ñaày ñuû thöïc teá. Caàn xem xeùt laïi
caùch ñaët vaán ñeà vaø caùc böôùc phaân tích ñeå ñi ñeán moâ hình naøy.



Quy hoaïch Tuyeán tính 20

 Moâ hình toaùn hoïc chöa phuø hôïp vôùi moâ hình ñònh tính.

 Caùc soá lieäu ban ñaàu khoâng phaûn aùnh ñuùng caùc yeáu toá hoaëc ñaïi löôïng thöïc
teá(giaù caû, chi phí, ñònh möùc nguyeân lieäu, naêng suaát,......).

 Ta ñaõ söû duïng coâng cuï toaùn hoïc khoâng phuø hôïp hay chöông trình maùy tính
khoâng chính xaùc.

Baøi taäp

Baøi 1.1  Moät xí nghieäp deät hieän coù 3 loaïi sôïi: Cotton, Kateù, Polyester vôùi khoái löôïng
töông öùng laø 3; 2,5; 4,2 (taán). Caùc yeáu toá saûn xuaát khaùc coù soá löôïng lôùn. Xí nghieäp
coù theå saûn xuaát ra 3 loaïi vaûi A, B, C (vôùi khoå beà roäng nhaát ñònh) vôùi möùc tieâu hao
caùc loaïi sôïi ñeå saûn xuaát ra 1m vaûi caùc loaïi coù trong baûng sau:

Loaïi vaûiLoaïi sôïi
(gam) A B C
Cotton 200 200 100

Kateù 100 200 100

Polyester 100 100 200

Bieát lôïi nhuaän thu ñöôïc khi saûn xuaát 1m vaûi caùc loaïi A, B, C töông öùng laø 9500,
10800, 8500 (VNÑ). Saûn phaåm saûn xuaát ra ñeàu coù theå tieâu thuï ñöôïc heát vôùi soá löôïng
khoâng haïn cheá, nhöng ñieàu kieän tieâu thuï saûn phaåm yeâu caàu soá  m vaûi B vaø C phaûi coù
tæ leä laø 1:2. Haõy lập moâ hình baøi toaùn tìm kế hoạch sản xuất sao cho lợi nhuận lớn
nhất.

Baøi 1.2   Moät xí nghieäp ñoà goã döï ñònh saûn xuaát baøn, gheá vaø tuû. Bieát ñònh möùc tieâu
hao caùc yeáu toá saûn xuaát khi laøm ra 1 saûn phaåm cho trong baûng sau:

Saûn phaåmYeáu toá
saûn xuaát Baøn Gheá Tuû

Lao ñoäng (ngaøy coâng) 2 0,5 3

Chi phí SX (ngaøn ñoàng) 200 50 350

Ngoaøi ra, bieát giaù baùn 1 saûn phaåm baøn, gheá, tuû töông öùng laø 240, 60, 410 (ngaøn
ñoàng) vaø xí nghieäp hieän coù soá lao ñoäng laø 100 ngaøy coâng, soá voán laø 120 trieäu ñoàng.
Giaû söû saûn phaåm tieâu thuï theo toaøn boä loâ haøng saûn xuaát ra vôùi soá löôïng khoâng haïn
cheá, nhöng soá baøn vaø soá gheá phaûi tuaân theo tæ leä 1:6. Haõy lập moâ hình baøi toaùn tìm
kế hoạch sản xuất sao cho lợi nhuận lớn nhất.
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Baøi 1.3 Ngöôøi ta caàn caét nhöõng thanh saét daøi 2m thaønh ít nhaát 400 ñoaïn daøi 0,9m; ít
nhaát 500 ñoaïn daøi 0,8m; ít nhaát 150 ñoaïn daøi 0,6m. Haõy laäp moâ hình baøi toaùn tìm
phöông aùn caét sao cho tổng chiều dài saét thöøa laø ít nhaát. Cho raèng soá löôïng thanh saét
hieän coù laø raát lôùn.

Baøi 1.4   Moät xí nghieäp cô khí caàn caét nhöõng thanh saét daøi 3m thaønh ít nhaát 200
ñoaïn daøi 1,2m; ít nhaát 300 ñoaïn daøi 0,9m; ít nhaát 600 ñoaïn daøi 0,8m. Giaû söû hieän taïi
xí nghieäp chöa coù thanh saét naøo. Haõy laäp moâ hình baøi toaùn tìm soá thanh saét phaûi
mua vaø phöông aùn caét sao cho thoûa maõn ñöôïc nhu caàu veà caùc ñoaïn saét vaø toång chi
phí mua caùc thanh saét laø ít nhaát.

Baøi 1.5  Moät coâng ty muoán coù keá hoaïch quaûng caùo moät loaïi saûn phaåm trong voøng
moät thaùng vôùi toång chi phí laø 120 trieäu ñoàng. Caùc phöông tieän quaûng caùo ñöôïc choïn
laø: truyeàn hình, baùo vaø phaùt thanh vôùi caùc döõ lieäu nhö sau:

Phöông tieän quaûng
caùo

Chi phí cho moãi laàn
quaûng caùo (tr.ñoàng)

Soá laàn quaûng caùo
toái ña trong 1

thaùng

Döï ñoaùn soá
ngöôøi tieáp nhaän

quaûng caùo
trong moãi laàn

Truyeàn hình (1 phuùt)

Baùo (1/2 trang)

Phaùt thanh (1 phuùt)

1,2

0,9

0,4

90

28

120

10.000

15.000

5.000

Vì lyù do chieán löôïc tieáp thò, coâng ty yeâu caàu ít nhaát phaûi coù 60 laàn quaûng caùo treân
truyeàn hình trong moät thaùng.  Haõy laäp moâ hình baøi toaùn xaùc ñònh keá hoaïch quaûng
caùo toái öu.

Baøi 1.6 Bieát nhu caàu caùc chaát dinh döôõng cuûa moät loaïi gia suùc nhö sau (% trong toång
soá khoái löôïng thöùc aên):

Chaát dinh döôõng Khoái löôïng toái thieåu Khoái löôïng toái ña

Protit 22,9 Khoâng han cheá

Gluxit 42 75

Lipit 9 15

Xô (Xenlulo) 7,8 Khoâng haïn cheá

Bieát tæ leä % caùc chaát treân coù trong caùc loaïi thöùc aên thoâ goàm caùm, luùa, baép, boät caù vaø
giaù thöùc aên nhö sau:
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Thöùc aênChaát dinh döôõng

Caùm Luùa Baép Boät caù

Protit 15 8 10 62

Gluxit 60 50 60 6

Lipit 15 4 6 20

Xô (Xenlulo) 2 15 9 3

Giaù (1.000ñ/kg) 7 6 5,2 9

Haõy laäp moâ hình baøi toaùn xaùc ñònh tæ leä toái öu caùc loaïi thöùc aên trong thöùc aên hoãn hôïp
(ñöôïc taïo ra töø 4 loaïi thöùc aên treân).

Baøi 1.7 (baøi toaùn laäp tuyeán ñoä saûn xuaát toái öu) Moät coâng ty saûn xuaát ñoà ñieän laøm ra
moät loaïi maùy bieán theá côõ lôùn ñeå cung caáp cho ngaønh coâng nghieäp ñieän, coù caùc ñôn
ñaët haøng trong 4 thaùng lieân tieáp vaø chi phí saûn xuaát cuûa moãi maùy bieán theá trong caùc
thaùng nhö sau:

ThaùngDöõ
lieäu 1 2 3 4

Ñôn ñaët haøng (ñv) 58 36 60 72
Chi phí SX trong TG thöôøng (tr.ñ/ñv) 70 68 68 69
Chi phí SX trong TG phuï troäi (tr.ñ/ñv) 75 72 72 74

Naêng löïc saûn xuaát cuûa coâng ty laø 50 maùy/thaùng vôùi thôøi gian thöôøng (laøm trong giôø)
vaø 20 maùy/thaùng vôùi thôøi gian phuï troäi (laøm ngoaøi giôø). Chi phí löu kho cho 1 maùy
laø 1 trieäu ñoàng/thaùng vaø ñöôïc tính döïa vaøo soù haøng toàn kho cuoái moãi thaùng. Coâng ty
coù 15 maùy naèm trong kho vaøo ngaøy 1/1 vaø mong muoán coù khoâng ít hôn laø 10 maùy
löu kho vaøo ngaøy 30/4. Haõy laäp moâ hình baøi toaùn xaùc ñònh tieán ñoä saûn xuaát toái öu.

Baøi 1.8 Moät cöûa haøng mua baùn coù döï ñoaùn veà giaù mua vaø giaù baùn cuûa moät loaïi haøng
trong 3 thaùng lieân tieáp nhö sau:

Thaùng 1 2 3

Giaù mua (1.000 ñ/ñv) 12 10 14

Giaù baùn (1.000 ñ/ñv) 16 12 20

Chi phí löu kho 1 ñv haøng laø 1.000 ñ/thaùng ; soá haøng tính chi phí löu kho döïa vaøo soá
haøng toàn kho cuoái moãi thaùng vaø tieàn löu kho traû vaøo cuoái moãi thaùng. Giaû söû haøng
ñöôïc mua vaø baùn theo caû loâ vôùi khoái löôïng tuøy yù, nhöng coù döï ñoaùn khoái löôïng haøng
toái ña coù theå mua ñöôïc trong thaùng 2 laø 1.000 ñv. Cöûa haøng coù dung tích kho chöùa
toái ña laø 1.000 ñv vaø soá voán coù theå huy ñoäng ñöôïc vaøo ñaàu thaùng 1 laø 24 trieäu ñoàng.
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Ngoaøi ra, vaøo ñaàu thaùng 1 cöûa haøng ñaõ coù 200 ñv haøng vaø mong muoán vaøo cuoái
thaùng 3 phaûi coù ít nhaát 300 ñv haøng toàn kho.

Haõy laäp moâ hình baøi toaùn xaùc ñònh khoái löôïng haøng caàn mua vaøo vaø baùn ra trong
moãi thaùng sao cho toång lôïi nhuaän thu ñöôïc laø nhieàu nhaát qua 3 thaùng hoaït ñoäng.

Baøi 1.9  Moät nhaø ñaàu tö coù 10 tæ ñoàng, muoán ñaàu tö vaøo 3 lónh vöïc: chöùng khoaùn, göûi
tieát kieäm vaø baát ñoäng saûn. Bieát raèng ñaàu tö vaøo chöùng khoaùn sau 3 naêm seõ coù laõi
suaát laø 40%, ñaàu tö vaøo göûi tieát kieäm coù laõi suaát haøng naêm laø 10% vaø ñaàu tö vaøo baát
ñoäng saûn sau 3 naêm seõ coù laõi suaát laø 50%. Ngoaøi ra, ñeå giaûm thieåu ruûi ro nhaø ñaàu tö
quyeát ñònh toång soá tieàn göûi tieát kieäm phaûi ít nhaát laø 25% toång voán ñaàu tö, vaø toång soá
tieàn ñaàu tö vaøo chöùng khoaùn khoâng vöôït quaù 40% toång voán ñaàu tö.

Haõy laäp moâ hình baøi toaùn xaùc ñònh keá hoaïch ñaàu tö trong 3 naêm sao cho toång doanh
thu lôùn nhaát. Giaû söû raèng tieàn laõi (göûi tieát kieäm) ñöôïc söû duïng ñeå ñaàu tö tieáp vaø nhaø
ñaàu muoán ñaàu tö heát toaøn boä soá tieàn.

Baøi 1.10  Moät xí nghieäp coù 200 coâng nhaân goàm: 50 loaïi A1 , 70 loaïi A2, 80 loaïi A3 .

Xí nghieäp laïi coù 200 maùy goàm: 40 loaïi B1, 60 loaïi B2, 30 loaïi B3, 70 loaïi B4.Khi saûn
xuaát moãi coâng nhaân söû duïng moät  maùy ñeå taïo ra cuøng moät loaïi saûn phaåm. Naêng suaát
cuûa moãi  loaïi coâng nhaân khi söû duïng moãi loaïi maùy ñöôïc cho trong baûng sau (saûn
phaåm/ giôø ).

            Maùy
C. nhaân

B1

40
B2

60
B3

30
B4

70

A1: 50 8 5 5 3

A2: 70 6 9 8 7

A3: 80 4 6 6 5

Hoûi  phaûi phaân coâng lao ñoäng nhö theá naøo ñeå trong 1 giôø taïo ra ñöôïc nhieàu saûn
phaåm  nhaát?

Baøi 1.11 Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn sau ñaây.
Moät nhaø maùy chuyeân saûn xuaát hai loaïi saûn phaåm S1 , S2 töø hai loaïi nguyeân lieäu N1

vaø N2. Caùc saûn phaåm naøy ñöôïc gia coâng laàn löôït trong hai phaân xöôûng A vaø B. Thôøi
gian ( ñôn vò tính : giôø ) vaø ñònh möùc tieâu hao nguyeân lieäu (ñôn vò nguyeân lieäu)  caàn
söû duïng cho vieäc saûn xuaát ra moãi ñôn vò saûn phaåm trong caùc phaân xöôûng ñöôïc cho
trong baûng sau :

A B            Phaân xöôûng

Saûn phaåm
Thôøi
gian

N.lieäu
N1

Thôøi
gian

N.lieäu
N2

Nguyeân lieäu ñöôïc söû
duïng toái ña trong 1 tuaàn

S1 11 40 16 55 350 (ñôn vò nguyeân lieäu N1)
S2 14 50 12 60 400(ñôn vò nguyeân lieäu N2)

Thôøi gian moãi xí nghieäp ñöôïc
söû duïng toái ña trong 1 tuaàn

160 giôø 150 giôø
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Giaû söû caùc saûn phaåm saûn xuaát ra ñeàu coù theå baùn heát vôùi lôïi nhuaän laø 620 USD ñoái
vôùi moãi saûn phaåm  S1 vaø 570 USD ñoái vôùi moãi saûn phaåm S2. Hoûi  moãi tuaàn phaûi saûn
xuaát bao nhieâu saûn phaåm S1 vaø bao nhieâu saûn phaåm S2 ñeå nhaø maùy coù lôïi nhuaän lôùn
nhaát?

Baøi 1.12  Moät phaân xöôûng cô khí coù 3 loaïi maùy G1, G2, G3 duøng ñeå saûn xuaát 3 loaïi
chi tieát C1, C2, C3. Naêng suaát cuûa moãi loaïi maùy saûn xuaát töøng loaïi chi tieát ñöôïc cho
nhö sau ( soá chi tieát /1ca ):

       Chi tiết

Maùy

C1

3
C2

1
C3

3

G1:2 0 15 18
G2: 3 50 20 30
G3:1 60 40 45

Caùc chi tieát sau khi saûn xuaát ñöôïc laép raùp thaønh saûn phaåm. Moãi saûn phaåm bao
goàm 3 chi tieát C1, 1 chi tieát C2 vaø 3 chi tieát  C3.
Haõy tìm phöông aùn phaân coâng thôøi gian laøm vieäc cho caùc maùy sao cho soá saûn phaåm
ñöôïc laép raùp trong moät ca saûn xuaát laø nhieàu nhaát. Bieát raèng phaân xöôûng coù 2 maùy
G1, 3 maùy G2 vaø 1 maùy G3.

Baøi 1.13  Một coâng ty may mặc coù 3 xí nghiệp I, II, III. Coâng ty kyù hợp ñoàng giao
cho ñoái taùc 1500 bộ gồm aùo veston vaø quần taây, nếu coù lẻ bộ thì ñoái taùc lấy theâm
quần taây chứ khoâng lấy theâm aùo. Tổng số vải vaø giờ coâng lao ñoäng maø coâng ty coù
thể huy ñộng ñược từ 3 xí nghiệp mỗi thaùng laø 10 000 m vaø 52 000 giôø. Mức tieâu
hao vải vaø giờ coâng lao ñoäng ñeå sản xuất một aùo hoặc một quần tại mỗi xí nghiệp
(XN) đñược cho trong bảng sau:

                      XN
Sản phẩm

I II III

Áo veston 3,5 m  và 20 giờ 4m và 16 giờ 3,8m và 18 giờ

Quần tây 2,8 m và 10 giờ 2,6m và 10 giờ 2,5m và 15 giờ

Giaû söû  neáu ñaàu tö 10 trieäu ñoàng vaøo xí nghieäp I ( ñeå mua nguyeân lieäu, maùy moùc vaø
ñaàu tö  vaøo hoaït ñoäng saûn xuaát ) seõ thu ñöôïc 35 aùo veston vaø 45 quaàn taây, vaøo xí
nghieäp II seõ thu ñöôïc 40 aùo veston vaø 42 quaàn taây, vaøo xí nghieäp III seõ thu ñöôïc 43
aùo veston vaø 30 quaàn taây. Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn laäp keá hoaïch ñaàu
tö vaøo moãi xí nghieäp bao nhieâu tieàn ñeå thöïc hieän ñöôïc hôïp ñoàng vaø toång soá tieàn ñaàu
tö vaøo caùc xí nghieäp ít nhaát.

Baøi 1.14 Moät coâng ty söû duïng 2 loaïi nguyeân lieäu N1, N2 ñeå saûn xuaát ra 1 loaïi saûn
phaåm theo 2 coâng ngheä khaùc nhau laø CN1, CN2. Bieát löôïng nguyeân lieäu moãi loaïi
hieän coù; ñònh möùc tieâu hao caùc loaïi nguyeân lieäu, chi phí saûn xuaát,  löôïng saûn phaåm
laøm ra trong moät giôø ñöôïc cho trong baûng sau:
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Ñònh möùc tieâu hao nguyeân lieäu trong 1 giôøNguyeân
lieäu

Soá löôïng nguyeân
lieäu hieän coù (ñv)

CN1 CN2

N1 300 2 4
N2 400 3 2

Saûn löôïng (saûn phaåm/giôø) 7 8
     Chi phí (USD/giôø) 120 150

Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc baøi toaùn tìm keá  hoaïch saûn xuaát sao cho giaù thaønh saûn
phaåm laø thaáp nhaát.

Baøi 1.15 Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn sau ñaây. Moät coâng ty may maëc kyù
hôïp ñoàng giao cho khaùch haøng 248.000 boä quaàn aùo trong thôøi gian 1 thaùng. Coâng ty
coù ba xí nghieäp A, B, C vaø quaàn aùo phaûi ñöôïc saûn xuaát vaø ñoùng goùi thaønh boä taïi moãi
xí nghieäp. Naêng löïc saûn xuaát trong moät thaùng vaø lôïi nhuaän ñoái vôùi moãi boä quaàn aùo
(sau khi ñaõ tröø taát caû caùc chi phí) cuûa caùc xí nghieäp trong thôøi gian thöôøng trong thôøi
gian taêng ca ñöôïc cho trong baûng sau:

Xí nghieäp A Xí nghieäp B Xí nghieäp CXí nghieäp

Thôøi gian SX
Naêng löïc
saûn xuaát

Lôïi
nhuaän

Naêng löïc
saûn xuaát

Lôïi
nhuaän

Naêng löïc
saûn xuaát

Lôïi
nhuaän

Thôøi gian
thöôøng

90.000
boä/thaùng

8.000
ñoàng/boä

50.000
boä/thaùng

7.500
ñoàng/boä

80.000
boä/thaùng

8.000
ñoàng/boä

Thôøi gian
taêng ca

40.000
boä/thaùng

7.200
ñoàng/boä

20.000
boä/thaùng

6.500
ñoàng/boä

30.000
boä/thaùng

7.500
ñoàng/boä

Bieát raèng soá boä quaàn aùo saûn xuaát taïi hai xí nghieäp A vaø B phaûi ít nhaát laø 152.000 boä.
Hoûi phaûi phaân coâng saûn xuaát cho caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå hoaøn thaønh hôïp ñoàng
vôùi lôïi nhuaän lôùn nhaát.

Baøi 1.16 (baøi toaùn qui hoaïch phaân tuyeán tính) Moät coâng ty söû duïng 3 loaïi nguyeân lieäu
N1, N2, N3 ñeå saûn xuaát ra moät loaïi saûn phaåm taïi hai xí nghieäp khaùc nhau laø XN1,
XN2. Do trình ñoä chuyeân moân, trình ñoä quaûn lyù, trang thieát bò saûn xuaát cuûa hai xí
nghieäp khaùc nhau neân ñònh möùc tieâu hao nguyeân lieäu vaø naêng suaát cuûa hai xí nghieäp
cuõng khaùc nhau. Bieát löôïng nguyeân lieäu moãi loaïi hieän coù, ñònh möùc tieâu hao caùc loaïi
nguyeân lieäu, chi phí saûn xuaát,  löôïng saûn phaåm laøm ra trong moät giôø ñöôïc cho trong
baûng sau:

Ñònh möùc tieâu hao nguyeân lieäu
trong 1 giôø

Nguyeân
lieäu

Soá löôïng
nguyeân lieäu
hieän coù (ñv) XN1 XN2

N1 3500 40 39
N2 3200 27 30
N3 5600 45 43

Saûn löôïng (saûn phaåm/giôø) 112 100
     Chi phí (USD/giôø) 165 162
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Ban  giaùm ñoác coâng ty yeâu caàu xí nghieäp 2 phaûi saûn xuaát ít nhaát 1000 saûn phaåm.
Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc baøi toaùn tìm keá  hoaïch saûn xuaát sao cho giaù thaønh saûn
phaåm laø thaáp nhaát.


Baøi 1.17  Một công ty sử dụng 4 loại nguyên liệu N1, N2, N3, N4 để sản xuất ra 3 loại
sản phẩm SP1, SP2, SP3. Biết lợi nhuận của mỗi đơn vị sản phẩm (khoâng phuï thuoäc vaøo soá
giôø saûn xuaát vaø soá saûn phaåm ñöôïc saûn xuaát), số lượng nguyên liệu hiện có, định mức tiêu hao
các loại nguyên liệu và lượng sản phẩm làm ra trong một giờ được cho trong bảng sau:

Định mức tiêu hao nguyên liệu (ñôn vò) trong
1 giờ

Nguyên liệu Số lượng
nguyên liệu

hiện có
SP1 SP2 SP3

N1 350 (ñôn vò) 2 3 4

N2 650 (ñôn vò) 6 8 9

N3 600 (ñôn vò) 3 5 7

N4 900 (ñôn vò) 8 10 9
Sản lượng (sản phẩm/giờ) 12 10 9

Lợi nhuận (đồng/sản phẩm) 10.000 12.000 13.000

Sản phẩm của xí nghiệp sản xuất ra đều có thể tiêu thụ hết với điều kiện tieâu thuï laø số
sản phẩm SP2 và SP3  phải có tỷ lệ 1:2. Hãy lập mô hình toán học bài toán tìm kế
hoạch sản xuất sao cho lợi nhuận lớn nhất.
Baøi 1.18 Moät coâng ty söû duïng 4 loaïi nguyeân lieäu N1, N2, N3, N4 ñeå saûn xuaát ra moät
loaïi saûn phaåm taïi ba xí nghieäp khaùc nhau laø XN1, XN2, XN3. Do trình ñoä chuyeân
moân, trình ñoä quaûn lyù, trang thieát bò saûn xuaát cuûa ba xí nghieäp khaùc nhau neân ñònh
möùc tieâu hao nguyeân lieäu vaø naêng suaát cuûa ba xí nghieäp cuõng khaùc nhau. Bieát löôïng
nguyeân lieäu moãi loaïi hieän coù, ñònh möùc tieâu hao caùc loaïi nguyeân lieäu, chi phí saûn
xuaát,  löôïng saûn phaåm laøm ra trong moät giôø cuûa moãi xí nghieäp ñöôïc cho trong baûng
sau:

Ñònh möùc tieâu hao nguyeân lieäu trong 1 giôø cuûa moãi xí nghieäpNguyeân
lieäu

Soá löôïng nguyeân
lieäu hieän coù (ñv) XN1 XN2 XN3

N1 36000 38 37 39

N2 35000 31 32 31

N3 63000 45 43 44

N4 Khoâng haïn cheá 68 72 70

Saûn löôïng (saûn phaåm/giôø) 117 114 118

Chi phí (USD/giôø) 170 165 168
Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc baøi toaùn tìm keá  hoaïch saûn xuaát sao cho giaù thaønh saûn
phaåm laø thaáp nhaát, bieát xí nghieäp I phaûi saûn xuaát ít nhaát 1200 saûn phaåm.
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§ 2. CAÙC DAÏNG BAØI TOAÙN QUI HOAÏCH TUYEÁN TÍNH

2.1. Baøi toaùn qui hoaïch tuyeán tính toång quaùt

Tìm x = (x1, x2,…, xn)  n sao cho:

(1) f(x) = 


n

1j
jjxc  min ( max)

(2) 


n

1j
jijxa





















i

i

i

b
b
b

 , i = 1, 2, …, m

(3) xj



















yùtuøy
0
0

, j = 1, 2, …, n

 f(x) goïi laø haøm muïc tieâu.
 Moãi phöông trình hoaëc baát phöông trình ôû (2) goïi laø moät raøng buoäc. Vaäy coù m

raøng buoäc.
 (3) goïi laø raøng buoäc veà daáu cuûa caùc  aån soá.

 Taäp D trong n thoûa (2) vaø (3) goïi laø mieàn raøng buoäc hay mieàn phöông aùn.

 Moãi vectô x = (x1, x2,…, xn) n thoûa (2) vaø (3) goïi laø moät phöông aùn (PA).

 Phöông aùn x thoûa (1) goïi laø phöông aùn toái öu (PATÖ) vaø f (x) goïi laø giaù trò
toái öu cuûa baøi toaùn; töùc laø f (x)  f(x) xD ñoái vôùi baøi toaùn f min, f
(x)  f(x) x D ñoái vôùi baøi toaùn f max.

 Vieäc giaûi baøi toaùn QHTT laø tìm PATÖ vaø giaù trò haøm muïc tieâu öùng vôùi PATÖ
ñoù; hoaëc chæ roõ baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu.

 Nhaän xeùt   f(x)  min töông ñöông vôùi -f(x)  max. Do ñoù, moïi baøi toaùn coù
haøm muïc tieâu min ñeàu coù theå chuyeån veà baøi toaùn coù haøm muïc tieâu max vaø ngöôïc
laïi.

Ví duï 1  Tìm x = (x1,x2,x3) 3  sao cho

(1)  f(x) = 2x1-x2 + x3  min (max)

(2)












4xxx
3xx2x2
2xx2x

321

321

321

(3)  x1 tuøy yù, x2  0, x3  0
Ví duï 2 Tìm x = (x1,x2,x3,x4,x5) 5  sao cho

(1) f(x) = 3x1-x2 +2 x3 +x4 +5x5 max (min)
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(2)
















100xx2xx
20xx2xx

18xx2x4
17xx2xxx2

4321

5321

321

54321

(3)   x1, x4  0; x2, x3  0 ; x5 tuøy yù

Ví duï 3 Caùc baøi toaùn  laäp ôû ví duï 3, 4, 5 baøi §1 ñeàu coù daïng toång quaùt.

2.2. Baøi toaùn qui hoaïch tuyeán tính daïng chính taéc:(Canonical form)

Tìm x = (x1, x2,…, xn) n sao cho:

(1)     f(x) = 


n

1j
jjxc  min ( max)

           (2) 


n

1j
jijxa ib  , i = 1, 2, …, m

(3) xj 0 , j = 1, 2, …, n

Khoâng maát tính toång quaùt, coù theå giaû söû m raøng buoäc ôû (2) laø ñoäc laäp tuyeán tính. Töùc
laø, neáu A  laø ma traän boå sung cuûa heä phöông trình tuyeán tính (2) thì r( A ) = m.

Baát kyø baøi toaùn QHTT naøo cuõng coù theå ñöa veà baøi toaùn QHTT daïng chính taéc baèng
caùc pheùp  bieán ñoåi töông ñöông ( ñöa theâm vaøo caùc aån phuï) nhö sau:

 Bieán ñoåi 1 Moãi raøng buoäc laø baát phöông trình daïng 


n

1j
jijxa  bi ñöôïc ñöa veà

phöông trình baèng caùch coäng veá traùi vôùi moät aån phuï xn+k  0 ( k  ,...3,2,1 ).

Nghóa laø noù töông ñöông vôùi 


n

1j
jijxa + xn+k  = bi . Heä soá cuûa aån phuï xn+k trong

haøm muïc tieâu laø 0.

 Bieán ñoåi 2 Moãi raøng buoäc laø baát phöông trình daïng 


n

1j
jijxa  bi  ñöôïc ñöa veà

phöông trình baèng caùch tröø veá traùi vôùi moät aån phuï xn+k  0 ( k  ,...3,2,1 ). Nghóa

laø noù töông ñöông vôùi 


n

1j
jijxa - xn+k  = bi . Heä soá cuûa aån phu ï xn+k trong haøm muïc

tieâu laø 0.

 Bieán ñoåi 3 Moãi bieán xj  0 thì ñöôïc thay bôûi xj = - '
jx , vôùi '

jx   0.

 Bieán ñoåi 4 Moãi bieán xj  tuøy yù thì ñöôïc thay bôûi xj = '
jx - "

jx , vôùi '
jx   0 , "

jx   0.

Ví duï 4  Ñöa baøi toaùn QHTT sau ñaây ( baøi toaùn (P)) veà daïng chính taéc:

(1) f(x) = 2x1-x2 + x3  min (max)
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(2)












4xxx
3xx2x2
2xx2x

321

321

321

(3)  x1 tuøy yù, x2  0, x3  0
Giaûi

Ñeå ñöa baøi toaùn veà daïng chính taéc, ta phaûi ñöa caùc raøng buoäc baát phöông trình veà
phöông trình, ñoàng thôøi taát caû caùc aån soá ñeàu phaûi khoâng aâm. Nhö vaäy, ta caàn thöïc
hieän caùc pheùp bieán ñoåi sau:

 Coäng veá traùi raøng buoäc thöù nhaát aån phuï  x4   0 vaø heä soá trong haøm muïc tieâu
cuûa x4 laø 0.

 Tröø veá traùi raøng buoäc thöù hai aån phuï  x5   0 vaø heä soá trong haøm muïc tieâu cuûa
x5 laø 0.

 Thay x1 = '
1x - "

1x , vôùi '
1x   0 , "

1x   0. Thay x3 = - '
3x , vôùi '

3x   0.

Ta coù baøi toaùn chính taéc ( P ) töông öùng vôùi baøi toaùn (P) laø:
 (1’) f ( x ) = 2 '

1x - 2 "
1x -x2 - '

3x  min (max)

 (2’)












4xxxx
3xxx2x2x2
2xxx2xx

'
32

"
1

'
1

5
'
32

"
1

'
1

4
'
32

"
1

'
1

 (3’) '
1x  0 , "

1x  0, x2  0, '
3x   0, x4   0, x5   0

Nhaän xeùt ( lieân heä giöõa baøi toaùn toång quaùt vaø baøi toaùn chính taéc)

Goïi D laø mieàn phöông aùn cuûa baøi toaùn toång quaùt (P)  vaø D  laø mieàn phöông aùn cuûa
baøi toaùn chính taéc ( P ). Vì  f(x) = f ( x ), xD vaø xD  neân ta coù:

 Baøi toaùn (P) coù phöông aùn khi vaø chæ khi ( P ) coù phöông aùn. (vì D D )

 Neáu baøi toaùn ( P ) khoâng coù PATÖ thì baøi toaùn (P) khoâng coù PATÖ.

 Roõ raøng, ( '
1x , "

1x ,x2, '
3x , x4, x5) laø phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn ( P )  khi vaø chæ

khi ( '
1x - "

1x ,x2, - '
3x ) laø phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn (P).

Vì caùc pheùp bieán ñoåi ñeå ñöa baøi toaùn QHTT toång quaùt veà baøi toaùn QHTT chính taéc
ñeàu laø pheùp bieán ñoåi töông ñöông neân ta coù keát luaän sau.

 Keát luaän

 Moïi baøi toaùn QHTT toång quaùt ñeàu coù theå ñöa veà baøi toaùn QHTT daïng chính
taéc.

 Baøi toaùn toång quaùt (P) coù phöông aùn khi vaø chæ khi baøi toaùn chính taéc ( P ) coù
phöông aùn.
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 Baøi toaùn toång quaùt (P) coù PATÖ khi vaø chæ khi baøi toaùn chính taéc ( P ) coù PATÖ.

Nhö vaäy, ta chæ caàn giaûi baøi toaùn QHTT daïng chính taéc.

2.3. Baøi toaùn qui hoaïch tuyeán tính daïng chuaån (coøn goïi laø daïng chính taéc khaû giaûi)

2.3.1 Baøi toaùn daïng chuaån

Baøi toaùn sau ñaây goïi laø baøi toaùn QHTT daïng chuaån
Tìm x = (x1, x2,…, xn) n sao cho :

(1) f(x) = 


n

1j
jjxc  min ( max)

           (2) 


n

1j
jijxa ib  , i = 1, 2, …, m

           (3)     xj 0 , j = 1, 2, …, n
Trong ñoù heä phöông trình tuyeán tính  (2) laø heä phöông trình chuaån vaø caùc heä soá veá
phaûi bi  0 ,    i = m,1 .
Nhaän xeùt
 Baøi toaùn QHTT daïng chuaån laø tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa baøi toaùn QHTT daïng

chính taéc.
 Vì  bi  0,  i = m,1  neân moãi nghieäm cô baûn cuûa heä phöông trình chuaån (2) cuõng

thoûa (3).

2.3.2 Phöông aùn cô baûn
 Moãi nghieäm cô baûn cuûa heä phöông trình chuaån (2) goïi laø moät phöông aùn cô baûn

(PACB) hay phöông aùn cöïc bieân cuûa baøi toaùn QHTT daïng chuaån. Noùi caùch
khaùc, moät phöông aùn maø caùc aån khoâng cô baûn ñeàu baèng 0 goïi laø phöông aùn cô
baûn.

 Moät PACB maø taát caû caùc aån cô baûn ñeàu nhaän giaù trò döông goïi laø PACB khoâng
suy bieán (bi > 0,  i = m,1 ) . Ngöôïc laïi, moät PACB maø coù ít nhaát moät aån cô baûn
nhaän giaù trò 0 goïi laø PACB suy bieán.

 Vì soá nghieäm cô baûn cuûa moät heä phöông trình chuaån laø höõu haïn neân soá PACB
cuûa moät baøi toaùn QHTT daïng chuaån cuõng höõu haïn.

Ví du 5  Caùc baøi toaùn QHTT sau ñaây coù daïng chuaån.
a)       (1)      f(x) = 2x1+ x2-3x3 +x4 +x5 min (max)

(2)












3x7x3x
2x3x15x
1x2x10x

543

542

541

(3) xj 5,1j,0 

Phöông aùn  (x1, x2, x3,x4,x5) = (1;2;3;0;0) laø PACB khoâng suy bieán.
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b)        (1)  f(x) = 2x1+3 x2-3x3 +5x4 +x5 –x6 min (max)

            (2)












3xxx3x
4x2xx2x3
2xx3xx2

6421

4321

5421

(3) xj 6,1j,0 

Phöông aùn  (x1, x2, x3,x4,x5,x6) = (0;0; 4;0;2; 3) laø PACB khoâng suy bieán.

c)       (1)  f(x) = 2x1+8 x2+3x3 -5x4 +x5 +x6 min (max)

            (2)












3
4223
032

6421

4321

5421

xxxx
xxxx

xxxx

(3) xj 6,1j,0 

Phöông aùn  (x1, x2, x3,x4,x5,x6) = (0; 0; 4; 0; 0; 3) laø PACB suy bieán.

d) (1)      f(x) = 


n

1j
jjxc  min (max)

        (2)






















mnmnmmm

nnm

nnm

bxaxax

bxaxax
bxaxax









11m

2211m22

1111m11

, vôùi bi  0, i =1, 2, …, m

(3) xj 0 , j = 1, 2, …, n

Phöông aùn  (x1, ..., xm, xm+1,...,xn) = (b1,..., bm,0, ..., 0) laø PACB. Neáu bi > 0,  i = m,1
thì PACB naøy khoâng suy bieán; neáu bi = 0 thì PACB naøy suy bieán.

 Chuù yù Moïi baøi toaùn QHTT daïng chuaån ñeàu coù theå ñaùnh soá laïi caùc aån ñeå ñöôïc
baøi toaùn coù daïng nhö trong ví duï 5.d) naøy.

2.3.3 Ñöa baøi toaùn QHTT daïng chính taéc veà baøi toaùn QHTT daïng chuaån

Cho baøi toaùn QHTT daïng chính taéc ( P ):

(1)     f(x) = 


n

1j
jjxc  min ( max)

    (2) 


n

1j
jijxa ib  , i = 1, 2, …, m

           (3)     xj 0 , j = 1, 2, …, n

Neáu ( P ) chöa coù daïng chuaån thì ta coù theå ñöa ( P ) veà daïng chuaån baèng caùc pheùp
bieán ñoåi sau:

 Trong caùc raøng buoäc ôû (2) cuûa ( P ), neáu raøng buoäc naøo coù heä soá töï do ôû veá phaûi
aâm  thì ta ñoåi daáu hai veá ñeå ñöôïc bi > 0.



Quy hoaïch Tuyeán tính 32

 Ñoái vôùi caùc raøng buoäc 


n

1j
jijxa ib  chöa coù aån cô baûn  thì ta coäng vaøo veá traùi

phöông trình moät aån giaû xn+k  0 ( k = r,1  vôùi r laø soá raøng buoäc caàn theâm aån
giaû). Trong haøm muïc tieâu f(x) min heä soá cuûa caùc aån giaû  xn+k laø M ( vôùi M laø
soá  lôùn tuøy yù,  lôùn hôn baát kyø haèng soá naøo caàn so saùnh vôùi noù) ; trong haøm muïc
tieâu f(x) max heä soá cuûa caùc aån giaû  xn+k laø -M.

Baøi toaùn môùi coù ñöôïc naøy goïi laø baøi toaùn môû roäng, kyù hieäu laø (PM).

Ví duï 6  Ñöa baøi toaùn sau ñaây veà daïng chuaån ( baøi toaùn ( P )):

(1) f(x) = 2x1 +3x2 + x3+ x4 min(max)

(2)












28x8x3
18x6xx4

25x5x5x

42

432

421

(3) x1  0 , x2  0, x3  0, x4  0

Giaûi

Tröôùc heát, ta ñoåi daáu hai veá cuûa raøng buoäc thöù hai. Raøng buoäc thöù nhaát ñaõ coù moät aån
cô baûn laø x1, neân ta chæ caàn theâm aån giaû x5 vaøo raøng buoäc thöù hai vaø aån giaû x6 vaøo
raøng buoäc thöù ba. Ta ñöôïc baøi toaùn môû roäng (PM) :

(1') fM (xM) = 2x1 +3x2 + x3+ x4  M(x5 +x6) min(max)

(2')












28xx8x3
18xx6xx4
25x5x5x

642

5432

421

(3') x1  0 , x2  0, x3  0, x4  0, x5  0, x6  0

Ví duï 7  Ñöa baøi toaùn sau ñaây veà daïng chuaån ( baøi toaùn ( P )):

(1)     f(x) = 


n

1j
jjxc  min ( max)

           (2) 


n

1j
jijxa ib  , vôùi bi  0   ( i = m,1 )

           (3)     xj 0 , j = 1, 2, …, n
Giaûi

Coäng vaøo veá traùi moãi raøng buoäc ôû (2) moät aån giaû ta ñöôïc ta ñöôïc baøi toaùn môû roäng

(PM):     (1’)     fM(xM) = 


n

1j
jjxc  M(xn+1 +...+xn+m) min ( max)

           (2’) 


n

1j
jijxa + xn+k ib  , vôùi bi  0   ( i = m,1 , k = m,1  )

           (3’)     xj 0 , j = 1, 2, …, n, n+1,..., n+m.
Nhaän xeùt:
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 i) Neáu x = (x1,..., xn) laø phöông aùn cuûa baøi toaùn ( P ) thì xM = (x1,...,xn,0,...,0) laø
phöông aùn cuûa baøi toaùn môû roäng (PM).

 ii) Neáu *
Mx  = ( *

n
*
1 x,...,x ,0,...,0) laø PATÖ cuûa baøi toaùn môû roäng (PM) thì

x* = ( *
n

*
1 x,...,x ) laø PATÖ cuûa baøi toaùn ( P ). Ngöôïc laïi, neáu x* = ( *

n
*
1 x,...,x ) laø

PATÖ cuûa baøi toaùn ( P ) thì *
Mx  = ( *

n
*
1 x,...,x ,0,...,0) laø PATÖ cuûa baøi toaùn môû

roäng (PM).  Suy ra, neáu (PM) khoâng coù PATÖ thì ( P ) coù cuõng khoâng coù PATÖ.

 iii) Neáu (PM) coù PATÖ *
Mx  = ( *

n
*
1 x,...,x , *

1nx  ,..., *
mnx  ), vôùi ít nhaát moät aån giaû

*
knx  > 0 thì ( P ) khoâng coù PA. Thaät vaäy, giaû söû ngöôïc laïi ( P ) coù PA laø

x = (x1,..., xn). Khi ñoù (PM) coù PA laø xM = (x1,...,xn,0,...,0); hôn nöõa vì M lôùn
tuøy yù vaø *

knx  > 0  neân fM(xM) < fM( *
Mx ) ñoái vôùi tröôøng hôïp f min vaø fM(xM)

> fM( *
Mx ) ñoái vôùi tröôøng hôïp f max . Ñieàu naøy voâ lyù vôùi tính chaát toái öu cuûa

*
Mx .

 Keát luaän

 Baát kyø baøi toaùn QHTT daïng chính taéc naøo cuõng ñöa ñöôïc veà baøi toaùn QHTT
daïng chuaån.

 Neáu baøi toaùn môû roäng (PM) khoâng coù PATÖ thì baøi toaùn ( P ) khoâng coù PATÖ.

 Neáu baøi toaùn môû roäng (PM) coù PATÖ vaø taát caû caùc aån giaû ñeàu baèng 0 thì boû
phaàn aån giaû ta ñöôïc PATÖ cuûa baøi toaùn ( P ).

 Neáu baøi toaùn môû roäng (PM) coù PATÖ vaø ít nhaát moät aån giaû khaùc 0 thì baøi toaùn
( P ) khoâng coù PA vaø do ñoù khoâng coù PATÖ.

Toùm laïi, moïi baøi toaùn QHTT daïng toång quaùt ñeàu coù theå ñöa veà baøi toaùn QHTT daïng
chính taéc; moïi baøi toaùn QHTT daïng chính taéc ñeàu coù theå ñöa veà baøi toaùn QHTT daïng
chuaån. Nhö vaäy,  ta chæ caàn giaûi baøi toaùn daïng chuaån.

2.4. Caùc tính chaát baøi toaùn QHTT

Ta ñaõ bieát, moïi baøi toaùn QHTT toång quaùt (P) ñeàu coù theå ñöa veà baøi toaùn QHTT

daïng chính taéc ( P ) töông öùng; vaø baøi toaùn (P) coù PATÖ khi vaø chæ khi baøi toaùn ( P )

coù PATÖ. Do ñoù, ta chæ caàn xeùt tính chaát cuûa baøi toaùn QHTT daïng chính taéc. Khoâng

maát tính toång quaùt, ta coù theå giaû thieát m raøng buoäc ñoäc laäp tuyeán tính vaø m < n.

Neáu theâm giaû thieát heä phöông trình raøng buoäc coù nghieäm thì ta coù theå duøng pheùp

khöû Gauss-Jordan ñeå bieán ñoåi töông ñöông heä ñoù veà heä phöông trình chuaån. Khi ñoù

ta coù caùc tính chaát quan troïng sau ñaây cuûa baøi toaùn QHTT daïng chính taéc:
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 Tính chaát 1: (söï toàn taïi phöông aùn)

Neáu baøi toaùn coù phöông aùn thì coù phöông aùn cô baûn.

 Tính chaát 2: (söï toàn taïi phöông aùn toái öu)

Neáu baøi toaùn coù phöông aùn toái öu thì coù phöông aùn cô baûn toái öu.

 Tính chaát 3: (tính höõu haïn cuûa soá phöông aùn )

Soá phöông aùn cô baûn khaùc nhau trong moãi baøi toaùn laø höõu haïn.

.............................................................................................................

Baøi taäp

Baøi 1.19 Trong caùc baøi toaùn  töø 1 ñeán 6 döôùi ñaây:

1. (1)  f(x) = 2x1 +3x2 + x3+ x4 max

(2)












32xx2xx
16x2xx
32xxx2xx

4321

432

54321

(3) x1, x3  0; x2  0; x4, x5 tuøy yù

2. (1)  f(x) = 2x1 +3x2 + x3+ x4 min

(2)












6xx4x2
20x5xx2x4
17x4x3xx2

651

5431

5321

(3) xj  0 (j = 6,1 )
3. (1)  f(x) = 2x1 +3x2 + x3+ x4 max

(2)












8x3xx2
15xxx2x
5x2xx

321

4321

321

(3) xj  0 (j = 4,1 )
4. (1)  f(x) = 2x1 +3x2 + x3+ x4 min

(2)












8xx3x2
15xx2x

7x2x2x

431

432

321

(3) xj  0 (j = 4,1 )

5.

(1)  f(x) = - 2x1 + x2 + x4 min
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(2)












18xxx2
27xxxx
15xxx

321

4321

321

(3)  xj  0 (j = 4,1 )

6.

(1)  f(x) =  x1 + 2x2 – x3 max

(2)












4x2xx2
6x2xx
6x2x4x4

321

321

321

(3)   xj  0  ( j = 3,1 )

a) Nhöõng baøi toaùn naøo ñaõ coù daïng chính taéc?

b) Nhöõng baøi toaùn naøo coù daïng chuaån? Neáu baøi toaùn coù daïng chuaån thì haõy chæ ra
caùc aån cô baûn vaø thöù töï cuûa chuùng? Haõy tìm phöông aùn cô baûn ban ñaàu cuûa
noù.

c) Baøi toaùn naøo chöa coù daïng chuaån haõy ñöa veà daïng chuaån sau ñoù cho bieát aån
naøo laø aån cô baûn, aån cô baûn aáy laø aån gì (aån chính? aån phuï? aån giaû? ), thöù töï cuûa
noù theá naøo? Phöông aùn cô baûn ban ñaàu cuûa baøi toaùn daïng chuaån naøy theá naøo?
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§ 3. PHÖÔNG PHAÙP HÌNH HOÏC
3.1. Moät soá keát quaû trong hình hoïc

 Ñöôøng thaúng ax + by = c chia maët phaúng Oxy ra thaønh hai mieàn:  Moät mieàn goàm
taát caû caùc ñieåm (x,y) thoûa maõn baát phöông trình ax + by > c; moät mieàn goàm taát
caû caùc ñieåm (x,y) thoûa maõn baát phöông trình ax + by < c. Nhö vaäy, moãi baát
phöông trình daïng ax + by  c ( hoaëc  ax + by  c, vôùi ñieàu kieän a2+b2  0)  xaùc
ñònh moät nöûa maët phaúng kín.

 Hoï ñöôøng thaúng ax + by = m ( m   ) laø taäp hôïp caùc ñöôøng thaúng song song vôùi

nhau, maø ta goïi laø caùc ñöôøng möùc ( töông öùng vôùi möùc m ). Neáu ta tònh tieán moät

ñöôøng thaúng trong hoï ( moät ñöôøng möùc) theo höôùng vectô

n = (a;b) thì giaù trò

töông öùng cuûa m taêng, coøn theo höôùng ngöôïc laïi thì giaù trò töông öùng cuûa m
giaûm.

3.2. Caùc böôùc giaûi baøi toaùn QHTT hai bieán baèng phöông phaùp hình hoïc

Giaûi baøi toaùn :   f(x) = c1x1 + c2x2 min ( max)                    (1)

                      D:





















)3()dxc,bxa(hoaëc0x,0x

(2)m1,i,bxaxa

2121

i22i11i

Böôùc 1   Veõ mieàn raøng buoäc D trong maët phaúng Ox1x2.

Böôùc 2  Xaùc ñònh ñieåm C(c1,c2); veõ OC  hoaëc vectô ñôn vò

n  cuøng chieàu OC  =

(c1,c2); veõ tuøy yù moät ñöôøng möùc (d) 

n  vaø caét mieàn phöông aùn D.

Böôùc 3
 Ñeå tìm phöông aùn toái öu ñoái vôùi baøi toaùn f  max , ta tònh tieán ñöôøng möùc (d)

theo höôùng veùctô

n  ñeán khi vieäc tònh tieán tieáp theo laøm cho ñöôøng möùc khoâng

coøn ñieåm chung vôùi D nöõa thì döøng. Ñieåm thuoäc D naèm treân ñöôøng möùc cuoái
cuøng naøy ( ñaây laø ñieåm tieáp xuùc cuûa (d) vôùi D vaø coù theå coù nhieàu ñieåm) laø PATÖ vaø giaù trò
haøm muïc tieâu taïi ñieåm ñoù laø giaù trò toái öu cuûa baøi toaùn.

 Ñeå tìm phöông aùn toái öu ñoái vôùi baøi toaùn f  min , ta tònh tieán ñöôøng möùc (d)

theo höôùng ngöôïc laïi vôùi veùctô

n  ñeán khi vieäc tònh tieán tieáp theo laøm cho

ñöôøng möùc khoâng coøn ñieåm chung vôùi D nöõa thì döøng. Ñieåm thuoäc D naèm treân
ñöôøng möùc cuoái cuøng naøy ( ñaây laø ñieåm tieáp xuùc cuûa (d) vôùi D vaø coù theå coù nhieàu ñieåm) laø
PATÖ vaø giaù trò haøm muïc tieâu taïi ñieåm ñoù laø giaù trò toái öu cuûa baøi toaùn.

 Neáu tònh tieán (d) maõi maø khoâng tìm ñöôïc vò trí tieáp xuùc cuûa (d) vôùi D thì keát luaän
baøi toaùn khoâng coù PATÖ vaø haøm muïc tieâu khoâng bò chaën treân mieàn PA (f -,
ñoái vôùi baøi toaùn min; f + , ñoái vôùi baøi toaùn max).
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Ví duï 1  Giaûi baøi toaùn QHTT sau ñaây baèng phöông phaùp hình hoïc.

                            f(x) = 2x1 -2x2 min ( max)

                            D:










3x0,x,0x
2x2x-

12x23x

221

21

21

Giaûi

Mieàn phöông aùn D, ñöôøng möùc (d), ñieåm C vaø vectô

n  ñöôïc xaùc ñònh nhö hình veõ.

 Tröôøng hôïp f max: Tònh tieán (d) theo höôùng

n  ta ñöôïc dmax  vaø töø ñoù tính ñöôïc

xmax = (4;0) , fmax = 8.

 Tröôøng hôïp f min: Tònh tieán (d) theo höôùng ngöôïc laïi vôùi

n  ta ñöôïc dmin  vaø töø

ñoù tính ñöôïc  xmin = (
2
1 ;3) , fmin = -5.

Ví duï 2   Giaûi baøi toaùn QHTT sau ñaây baèng phöông phaùp hình hoïc.

                            f(x) = 4x1 +2x2 min ( max)

                            D:















0x,0x
4x2x
2x2x-
2x2x

21

21

21

21

Giaûi

Mieàn phöông aùn D, ñöôøng möùc (d), ñieåm C vaø vectô

n  ñöôïc xaùc ñònh nhö hình veõ.
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 Tröôøng hôïp f min: Tònh tieán (d) theo höôùng ngöôïc laïi vôùi

n  ta ñöôïc dmin vaø töø

ñoù tính ñöôïc xmin = (t; 2-2t) vôùi 0   t  1, fmin = 4. Töùc laø, PATÖ öùng vôùi tröôøng
hôïp f min laø caû ñoaïn thaúng AB.

 Tröôøng hôïp f max: Tònh tieán (d) theo höôùng

n  ta thaáy (d) vaø D khoâng coù ñieåm

tieáp xuùc. Töùc laø, haøm muïc tieâu khoâng bò chaën treân vaø baøi toaùn khoâng coù phöông
aùn toái öu.

Ví duï 3  Giaûi baøi toaùn QHTT sau ñaây baèng phöông phaùp hình hoïc.
                            f(x) = 50x1 - 50x2 min (max)

                            D:










2  x0, x,0x
1x-

1834x

121

21

21

x
x

Giaûi

Mieàn phöông aùn D, veùc tô )1;1( 


n  )50;50( 


OC , ñöôøng möùc )(d  nhö hình veõ.

 Tröôøng hôïp f min: Tònh tieán (d) theo höôùng ngöôïc laïi vôùi

n  ta ñöôïc dmin vaø

töø ñoù tính ñöôïc )6;0(min X , 300)6,0(min  ff .

 Tröôøng hôïp f max: Tònh tieán (d) theo höôùng

n  ta ñöôïc dmax  vaø töø ñoù tính

ñöôïc maxX  laø taäp hôïp taát caû caùc ñieåm thuoäc ñoaïn AB  nhö hình veõ. Tính ñöôïc
);1(max ttX   vôùi 10  t  vaø 5050)1(50),1(max  ttttff .
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Baøi taäp
Giaûi caùc baøi taäp toaùn QHTT sau ñaây baèng phöông phaùp hình hoïc.

Baøi 1.20   f(x) = x1 + x2 min (max)













3x
3xx3
6x2x3

1

21

21

Baøi 1.21    f(x) = x1 + 2x2 min (max)
















30x10x3
5x5x
1xx

10x8x

21

21

21

21

Baøi 1.22    f(x) = -2x1 + x2 min (max)




















0x;0x
20xx4
6xx2
4x2x
1xx

21

21

21

21

21
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Baøi 1.23  f(x) = 2x1 + 3x2 min (max)
















0x;0x
12xx3
12x3x2
2xx

21

21

21

21

Baøi 1.24  f(x) = -3x1 + x2 min (max)

















1052
623

33
22

21

21

21

21

xx
xx
xx
xx

Baøi 1.25
f(x) = 6x1 -12x2 min (max)

                            D:










4  x0, x,0x
22x-

1832x

121

21

21

x
x

Baøi 1.26    [1]  f(x) =  2x1 + 6x2  min (max)

                     [2]












646
52
44

21

21

21

xx
xx
xx

                    [3]  x1  0 , x2  0 .
Baøi 1.27 Giaûi baøi toaùn kieåm soaùt oâ nhieãm ñaõ laäp ôû ví duï 5 trong baøi §1 .

(1) f(x,y) = 1.400x +1.800y min

(2)







000.200.4y8,1x5,1
000.500.2yx

(3) x 0, y  0
Baøi 1.28   Moät coâng ty ñoà chôi saûn xuaát hai loaïi xe ñoà chôi : loaïi trung bình vaø loaïi
thöôïng haïng. Khi saûn xuaát, moãi xe trung bình caàn 2 giôø gia coâng vaø 2 giôø hoaøn
thieän, coøn moãi xe thöôïng haïng caàn 2 giôø gia coâng vaø 4 giôø hoaøn thieän. Coâng ty coù 2
nhaân coâng chuyeân gia coâng vaø 3 nhaân coâng chuyeân hoaøn thieän, moãi nhaân coâng laøm
vieäc 40 giôø moãi tuaàn. Khi baùn, coâng ty laõi 30.000ñ moãi xe trung bình vaø laõi 40.000ñ
moãi xe thöôïng haïng. Giaû söû moïi saûn phaåm cuûa coâng ty saûn xuaát ra ñeàu ñöôïc baùn
heát, hoûi moãi tuaàn coâng ty neân saûn xuaát moãi loaïi bao nhieâu xe ñeå thu lôøi nhieàu nhaát.
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§ 4. PHÖÔNG PHAÙP ÑÔN HÌNH GIAÛI BAØI TOAÙN
DAÏNG CHUAÅN

Ñôn hình.  Ñôn hình moät chieàu laø ñoaïn thaúng vaø ñieåm cöïc bieân cuûa noù laø hai
ñaàu ñoaïn thaúng. Ñôn hình hai chieàu laø tam giaùc vaø ñieåm cöïc bieân cuûa noù caùc ñænh
cuûa tam giaùc. Ñôn hình ba chieàu laø töù dieän vaø ñieåm cöïc bieân cuûa noù caùc ñænh cuûa töù
dieän.  Toång quaùt, trong khoâng gian Euclide n chieàu ( n > 3), ñôn hình n chieàu laø môû
roäng cuûa khaùi nieäm tam giaùc vaø töù dieän; noùi roõ hôn,  ñôn hình laø hình coù soá ñænh
nhieàu hôn 1 so vôùi soá chieàu cuûa khoâng gian. Chính xaùc hôn, trong taát caû caùc ña dieän
cuûa khoâng gian Euclide n chieàu thì ñôn hình coù soá ít maët  n-1  chieàu nhaát. Nhö vaäy,
coù theå noùi ñôn hình laø ña dieän ñôn giaûn nhaát.

Phöông phaùp ñôn hình do nhaø toaùn hoïc Myõ G.B. Dantzig ñöa ra naêm 1947.  YÙ töôûng
cô baûn phöông phaùp naøy laø tìm nghieäm toái öu cuûa ña dieän caùc nghieäm baèng caùch thöû
caùc ñænh cuûa ña dieän, maø moãi ñænh cuûa ña dieän nghieäm öùng vôùi moät nghieäm cô baûn
cuûa heä phöông trình raøng buoäc. Ñeå vieäc thöû khoâng phaûi moø maãm, ngöôøi ta xaây döïng
thuaät toaùn ñeå ñi töø một nghiệm tùy ý ñeán nghieäm toát hôn, töùc laø ñi daàn tôùi nghieäm toái
öu.

4.1. Cô sôû toaùn hoïc cuûa phöông phaùp

Nhö trong baøi § 2 ta ñaõ bieát, moïi baøi toaùn daïng toång quaùt ñeàu coù theå ñöa veà daïng
chính taéc, moïi baøi toaùn daïng chính taéc ñeàu coù theå ñöa veà daïng chuaån. Do ñoù, ta chæ
caàn quan taâm xaây döïng thuaät toaùn giaûi baøi toaùn daïng chuaån. Ta coù caùc tính chaát
sau:

 Tính chaát 1: Baøi toaùn QHTT daïng chuaån luoân coù phöông aùn cô baûn.

 Tính chaát 2 : Soá phöông aùn cô baûn cuûa moät baøi toaùn QHTT daïng chuaån laø höõu
haïn.

 Tính chaát 3: Neáu baøi toaùn QHTT coù PATÖ thì cuõng coù phöông aùn cô baûn toái öu.

 Tính chaát 4 : Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå baøi toaùn QHTT coù PATÖ laø haøm muïc tieâu
bò chaën döôùi ñoái vôùi tröôøng hôïp f min, bò chaën treân ñoái vôùi tröôøng hôïp fmax
treân mieàn phöông aùn (tính chaát naøy cuõng ñuùng ñoái vôùi baøi toaùn chính taéc neáu theâm ñieàu
kieän baøi toaùn toàn taïi phöông aùn).

Khi giaûi baøi toaùn QHTT, ta coù theå ñoåi daáu haøm muïc tieâu ñeå bieán tröôøng hôïp min veà
tröôøng hôïp max  vaø ngöôïc laïi. Tuy nhieân, ñeå deã aùp duïng, ôû ñaây chuùng toâi seõ trình
baøy thuaät toaùn cho caû hai tröôøng hôïp min vaø max.

Moïi baøi toaùn QHTT daïng chuaån ñeàu coù theå ñaùnh soá laïi caùc aån ñeå ñöôïc baøi toaùn coù
daïng chuaån nhö sau:
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            (1)      f(x) = 


n

1j
jjxc  min (max)

            (2)






















mnmnmmm

nnm

nnm

bxaxax

bxaxax
bxaxax









11m

2211m22

1111m11

, vôùi bi  0, i =1, 2, …, m

(3) xj 0 , j = 1, 2, …, n

Phöông aùn  cô baûn ban ñaàu laø  xo = (b1,..., bm,0, ..., 0)  vaø  f(xo) = 


m

1i
iibc .

Vôùi moãi aån xj ta tính caùc öôùc löôïng: j

m

1i
ijij cac  


, j = n,1 . Vì caùc coät 1, 2,..., m

cuûa ma traän heä soá laø caùc coät vectô ñôn vò öùng vôùi caùc aån cô baûn neân 0i  , i = m,1 .

4.1.1. Ñònh lyù 1  (tieâu chuaån toái öu)
i) Tröôøng hôïp f min : Neáu 0j  , j1, 2,...., n  thì phöông aùn ñang xeùt

xo  toái öu.
ii) Tröôøng hôïp f max : Neáu 0j  , j1, 2,...., n  thì phöông aùn ñang xeùt

xo toái öu.
Chöùng minh

Xeùt moät phöông aùn baát kyø x = (x1, ..., xm, xm+1,...,xn), ta coù :

        f(x) = 


m

1i
iixc  + 



n

1mj
jjxc  =  

 












m

1i

n

1mj
jijii xabc  + 



n

1mj
jjxc

= 


m

1i
iibc -  

 

n

1mj
j

m

1i
iji xac + 



n

1mj
jjxc = 



m

1i
iibc -  

 


n

1mj
jj

m

1i
iji x)cac(

=


m

1i
iibc - 




n

1mj
jjx  = f(xo) - 




n

1mj
jjx  .

 Tröôøng hôïp f min : Vì 0j  , j1, 2,..., n neân f(x) = f(xo) - 



n

1mj
jjx   f(x

o).

Vaäy xo laø PATÖ.

 Tröôøng hôïp f max : Vì 0j  , j1,2,..., n neân f(x) = f(xo) - 



n

1mj
jjx  f(x

o).

Vaäy xo laø PATÖ.

4.1.2. Ñònh lyù 2: (daáu hieäu baøi toaùn khoâng coù PATÖ)

 Tröôøng hôïp f min : Neáu toàn taïi 0j   maø aij  0  ( i = m,1 ) thì baøi toaùn khoâng
coù phöông aùn toái öu.

 Tröôøng hôïp f max : Neáu toàn taïi 0j   maø aij  0  ( i = m,1 ) thì baøi toaùn

khoâng coù phöông aùn toái öu.
Chöùng minh
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 Tröôøng hôïp f min : Giaû söû v > 0 vaø aiv  0  ( i = m,1 ). Do xi = bi - 


n

1mj
jijxa  neân

vôùi phöông aùn xk maø








vjvaøn1,mjvôùi0
vjvaø0kvôùik

xk
j , thì  xi = bi –aivk  0 ( i = m,1 ).

Khi ñoù  f(xk) = 


m

1i
iibc -



m

1i
ivi kac + cvk = f(xo) - kcac v

m

1i
ivi 












= f(xo) - v k -

( khi k+).

 Tröôøng hôïp f max : Giaû söû v < 0 vaø aiv  0  ( i = m,1 ). Do xi = bi - 


n

1mj
jijxa  neân

vôùi phöông aùn xk maø








vjvaøn1,mjvôùi0
vjvaø0kvôùik

xk
j , thì  xi = bi –aivk  0( i = m,1 ). Khi

ñoù f(xk)  =


m

1i
iibc -



m

1i
ivi kac + cvk  =  f(xo) - kcac v

m

1i
ivi 












 = f(xo) - v k+ (khi k+)

Nhö vaäy, haøm muïc tieâu khoâng bò chaën treân neân theo tính chaát 4 baøi toaùn khoâng coù PATÖ.

4.1.3. Ñònh lyù 3 (daáu hieäu baøi toaùn coù theå ñieàu chænh ñeå ñöôïc PA toát hôn)

Tröôøng hôïp f min: Neáu toàn taïi j > 0
vaø moïi j > 0 ñeàu toàn taïi aij > 0 thì coù
theå ñieàu chænh phöông aùn ñeå ñöôïc
phöông aùn cô baûn môùi toát hôn. Hôn nöõa,
ñeå haøm muïc tieâu giaûm nhanh thì aån ñöa
vaøo heä aån cô baûn neân choïn aån öùng vôùi

j > 0 lôùn nhaát.

Tröôøng hôïp f max: Neáu toàn taïi j < 0
vaø moïi j < 0 ñeàu toàn taïi aij > 0 thì coù
theå ñieàu chænh phöông aùn ñeå ñöôïc
phöông aùn cô baûn môùi toát hôn. Hôn nöõa,
ñeå haøm muïc tieâu taêng nhanh thì aån ñöa
vaøo heä aån cô baûn neân choïn aån öùng vôùi

j < 0 nhoû nhaát.

Chöùng minh

Ta chöùng minh ñònh lyù cho tröôøng hôïp f min, tröôøng hôïp f max chöùng minh
töông töï. Moïi baøi toaùn QHTT daïng chuaån ñeàu coù theå ñaùnh soá laïi caùc aån ñeå ñöôïc baøi
toaùn daïng chuaån ôû trang 36.

Giaû söû phöông aùn cô baûn xo = (b1, b2,..., bm,0,..., 0) thoûa giaû thieát cuûa baøi toaùn, f(xo)

=


m

1i
iibc . Ñaët v  =

j
max j , r =min









 0avôùi,
a
b

iv
iv

i =
rv

r

a
b

.

Xeùt vectô x( r ) = ( 1x , 2x , ..., jx  , ..., nx ) xaùc ñònh nhö sau:




















vj,

n1,mjv   hay rj,0

m1,j       r,

rv

r
j

j

rv

r
ivij

a
b

x

x
a
b

abx
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Roõ raøng jx  0, j = n,1 . Ñeå chöùng minh x( r ) laø phöông aùn cô baûn toát hôn xo ta caàn

kieåm tra x( r ) thoûaheä phöông trình raøng buoäc (2)  vaø f(x( r )) < f(xo).

 Vôùi raøng buoäc i ≠ r: xi + 


n

mj
jij xa

1
= bi - aiv

rv

r

a
b

+ aiv
rv

r

a
b

 = bi

 Vôùi raøng buoäc  i = r: xr + 


n

1mj
jrjxa = arv

rv

r

a
b

 = br

 f(x( r )) =


n

1j
jjxc = 




m

1ir rv

r
ivii )

a
b

ab(c + cv
rv

r

a
b

 = 


m

1i
iibc - 



m

1ir rv

rivi

a
bac

+ cv
rv

r

a
b

- crbr

        = f(xo) -
rv

r

a
b



m

1ir
iviac + cv

rv

r

a
b

- crbr
rv

rv

a
a

        = f(xo) -
rv

r

a
b

(


m

1i
iviac -cv) =  f(xo) -

rv

r

a
b

v

Suy ra, f(x( r )) < f(xo) khi v > 0 vaø neáu v  caøng lôùn thì f(x( r )) giaûm caøng
nhanh. Nhö vaäy, ñònh lyù ñaõ ñöôïc chöùng minh. 

Döïa vaøo caùc tính chaát vaø caùc ñònh lyù treân, ngöôøi ta xaây döïng ñöôïc thuaät toaùn ñôn
hình sau ñaây.

4.2. Thuaät toaùn ñôn hình.

Böôùc 1    Laäp baûng ñôn hình ban ñaàu:

c1    c2  ………….…… ………..cv …………cnHeä
soá

Heä aån
cô baûn

Phöông aùn
cô baûn x1    x2  ….……...… ………..xv …………xn

i

*
1c
*
2c

*
rc

*
mc

*
1x
*
2x


*
rx

*
mx

b1

b2


br



bm

a11  a12  ………… ……………..a1v ……….a1n

a21  a22  ……………………..….a2v ……….a2n

   
ar1  ar2 …………....…….…….arv ……….arn

   
am1  am2 … …………………...amv ……….amn

1

2

r

m

f(x)         =  fo 1 2…..………..…………… v ………. n

Trong đñoù  :
 *

ix   laø  aån cô baûn thöù  i , i 1, 2,..., m .
 *

ic  laø heä soá cuûa  aån cô baûn *
ix  trong haøm muïc tieâu, i 1, 2,..., m .

 fo = 


m

1i
i

*
i bc = < C*,B >, j

m

1i
ij

*
ij cac  



(neáu coät j laø coät öùng vôùi ACB thì j = 0)

Böôùc 2   Kieåm tra tính toái öu:
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Baøi toaùn min Baøi toaùn max

a) Neáu j  0 j  thì phöông aùn ñang xeùt
laø toái öu vaø giaù trò haøm muïc tieâu töông
öùng laø giaù trò toái öu.

b) Neáu j > 0 maø aij  0  m,1i  , thì
baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu.

a) Neáu j  0 j  thì phöông aùn ñang xeùt
laø toái öu vaø giaù trò haøm muïc tieâu töông
öùng laø giaù trò toái öu.

b) Neáu j < 0 maø aij  0  m,1i  , thì
baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu.

Neáu caû hai tröôøng hôïp (a) vaø (b) khoâng xaûy ra thì sang böôùc 3.

Böôùc 3 Tìm aån ñeå ñöa vaøo

Baøi toaùn min Baøi toaùn max
Neáu v =

j
max j  thì xv ñöôïc choïn ñeå

ñöa vaøo.

Neáu v =
j

min j  thì xv ñöôïc choïn ñeå ñöa

vaøo.

Böôùc 4 Tìm aån ñeå ñöa ra: Tính 0acaùcvôùi,
a
b

iv
iv

i
i 

Neáu r = ii
min  thì *

rx  ñöôïc choïn ñeå ñöa ra. Phaàn töû arv goïi laø phaàn töû truïc xoay.

Böôùc 5  Bieán ñoåi baûng ñôn hình:
 Treân coät heä  soá ta thay *

rc   baèng cv ; treân coät heä aån cô baûn ta thay *
rx  baèng xv.

 Bieán coät v thaønh vectô ñôn vò (phöông phaùp khöû  Gauss-Jordan döïa vaøo phaàn töû truïc xoay arv ).

 hi –
rv

iv
a
a

hr hi , vôùi i  r.

 Chia haøng r cho phaàn töû  truïc xoay arv.
 Haøng cuoái cuøng caùch tính nhö böôùc 1. Trôû laïi böôùc 2.

 Löu yù  Sau khi tìm ñöôïc moät PATÖ, muoán bieát PATÖ naøy coù duy nhaát hay
khoâng hoaëc muoán tìm PATÖ môùi  thì ta laøm nhö sau:

 i) Trong baûng ñôn hình cuoái cuøng, neáu moïi aån khoâng cô baûn xj ñeàu coù öôùc löôïng
j  0 thì PATÖ hieän coù duy nhaát.

 ii) Trong baûng ñôn hình cuoái cuøng, neáu toàn taïi aån khoâng cô baûn vx  naøo ñoù coù öôùc
löôïng v = 0 thì PATÖ hieän coù khoâng duy nhaát. Khi ñoù, muoán tìm moät PATÖ
môùi ta bieán ñoåi baûng ñôn hình baèng caùch ñöa aån vx vaøo, coøn aån ñöa ra vaø caùch
bieán ñoåi gioáng nhö böôùc 4 vaø böôùc 5.

Ví duï 1 Giaûi baøi toaùn :      (1)   f(x) = 2x1 – x2 + 2x3 min

(2)






10xx
7x4x

32

31

(3) xj  0, j = 3,1
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Giaûi

Ñaây laø baøi toaùn QHTT daïng chuaån vôùi heä aån cô baûn töông öùng laø (x1, x2). Laäp baûng
ñôn hình roài tính toaùn theo caùc böôùc cuûa thuaät toaùn ta ñöôïc.

2 -1 2Heä soá Heä aån
cô baûn

PACB
x1 x2 x3

i

2
-1

x1

x2

7
10

1
0

0
1

4
1

7/4(min)

10
Baûng 1 f(x)   = 4 0 0 5

2
-1

x3

x2

7/4
33/4

1/4
-1/4

0
1

1
0

Baûng 2 f(x) = -19/4 -5/4 0 0

Baøi toaùn naøy coù haøm muïc tieâu min vaø j  0, j = 3,1  neân PA ñang xeùt toái öu. Vaäy

PATÖ   x* = ( x1, x2, x3) = (0; 33/4;7/4), fmin = 4
19 . Hôn nöõa, ôû baûng 2 aån khoâng cô

baûn duy nhaát laø x1 coù 1 = -5/4  0 neân PATÖ x* =(0; 33/4;7/4) laø duy nhaát.

Ví duï 2  Giaûi baøi toaùn
(1)  f(x) = 4x1 + x2 - 2x3 max

(2)







5xx
8xx

21

32

(3)  xj  0, j = 3,1
Giaûi

Ñaây laø baøi toaùn QHTT daïng chuaån vôùi heä aån cô baûn töông öùng laø (x3, x1). Laäp baûng

ñôn hình roài tính toaùn theo caùc böôùc cuûa thuaät toaùn ta ñöôïc.

4 1 -2Heä soá Heä aån
cô baûn

PACB
x1 x2 x3

i

-2
4

x3

x1

8
5

0
1

1
-1

1
0

8

Baûng 1 f(x) =  4 0 -7 0
1
4

x2

x1

8
13

0
1

1
0

1
1

Baûng 2 f(x)  =  60 0 0 7

Baøi toaùn naøy coù haøm muïc tieâu max vaø j  0, j = 3,1  neân PACB ñang coù toái öu.
Vaäy PATÖ  x* = ( x1, x2, x3) = (13; 8; 0), fmax = 60. Hôn nöõa, ôû baûng 2 aån khoâng cô
baûn duy nhaát laø x3 coù 3 =7  0  neân PATÖ naøy duy nhaát.

Ví duï 3  Giaûi baøi toaùn QHTT
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(1) f(x) = x1 – 2x2 + x3 min

(2)







10xxx2
12xx2x

321

321

(3) xj  0, j = 3,1
Giaûi

Tröôùc heát, ta ñöa baøi toaùn veà daïng chuaån.
(1’) f(x) = x1 – 2x2 + x3 + 0x4 + 0x5 min

(2’)







10xxxx2
12xxx2x

5321

4321

(3’) xj  0, j = 5,1

1 -2 1 0 0Heä soá Heä aån
cô baûn

PACB
x1 x2 x3 x4 x5

i

0
0

x4

x5

12
10

1
2

2
1

1
-1

1
0

0
1

6
10

Baûng 1 f(x) = 0 -1 2 -1 0 0
-2
0

x2

x5

6
4

1/2
3/2

1
0

1/2
-3/2

1/2
-1/2

0
1

Baûng2 f(x) = -12 -2 0 -2 -1 0

Baøi toaùn naøy coù haøm muïc tieâu min vaø j  0, j = 5,1  neân PACB hieän coù toái öu. Vaäy

PATÖ x* = (x1, x2, x3, x4, x5) = (0, 6, 0, 0, 4) vaø fmin = -12. Hôn nöõa, ôû baûng 2 caùc aån

khoâng cô baûn x1, x3, x4 coù caùc öôùc löôïng 1, 3, 4 ñeàu aâm neân PATÖ x* laø duy nhaát.

Vì x4, x5 laø aån phuï neân boû aån phuï x4, x5, ta ñöôïc PATÖ cuûa baøi toaùn ban ñaàu laø x* =

(x1, x2, x3) = (0, 6, 0) vaø fmin = -12.

Ví duï 4 ( tröôøng hôïp baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu)

Giaûi baøi toaùn :  (1)  f(x) = x1 + 2x2 - x3 max

                                         (2)







5xx3x
10x3x2x

321

321

                                          (3)  xj  0, j = 3,1
Giaûi

Ñöa baøi toaùn veà daïng chính taéc
(1’) f(x) = x1 + 2x2 - x3 + 0x4 + 0x5 max

(2’)







5xxx3x
10xx3x2x

5321

4321

(3’) xj  0, j = 5,1
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Bieán ñoåi töông ñöông (2’) ta ñöôïc :  (2’)








5xxx3x

15xxx4x5

5321

5432

Ñaây laø heä phöông trình chuaån vôùi heä aån cô baûn laø (x4, x1) vaø caùc heä soá töï do ôû veá
phaûi ñeàu döông neân baøi toaùn QHTT töông öùng coù daïng chuaån.

1 2 -1 0 0Heä soá Heä aån
cô baûn

PACB
x1 x2 x3 x4 x5

i

0
1

x4

x1

15
5

0
1

5
3

4
1

1
0

-1
-1

Baûng 1 f(x) = 5 0 1 2 0 -1

Baøi toaùn naøy coù haøm muïc tieâu max vaø 5 = -1 < 0, a15 = a25 = -1 < 0 neân baøi toaùn
khoâng coù PATÖ.

Ví duï 5  Giaûi baøi toaùn  ( tröôøng hôïp phöông aùn toái öu khoâng duy nhaát)
(1) f(x) = 5x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 + 1x5 + 3x6 min

(2)












36xxx3
60xx3x2x4

152xx3x4x2

631

5321

4321

(3) xj  0, j = 6,1
Giaûi

Baøi toaùn coù daïng chuaån, laäp baûng ñôn hình ñeå giaûi nhö sau:

5 4 5 2 1 3Heä soá Heä
ACB

PA
CB x1 x2 x3 x4 x5 x6

i

2 x4 152 2 4 3 1 0 0 76
1 x5 60 4 2 3 0 1 0 15
3 x6 36 3 0 1 0 0 1 12

Baûng 1 f(x) = 472 12 6 7 0 0 0
2 x4 128 0 4 7/3 1 0 -2/3 32
1 x5 12 0 2 5/3 0 1 -4/3 6
5 x1 12 1 0 1/3 0 0 1/3

Baûng 2 f(x) = 328 0 6 3 0 0 -4
2 x4 104 0 0 -1 1 -2 2 52
4 x2 6 0 1 5/6 0 1/2 -2/3
5 x1 12 1 0 1/3 0 0 1/3 36

Baûng 3 f(x) = 292 0 0 -2 0 -3 0

Baøi toaùn naøy coù haøm muïc tieâu min vaø j  0, j = 6,1  neân PACB hieän coù toái öu.
Vaäy PATÖ x* = (x1, x2, x3, x4, x5,x6) = (12, 6, 0, 104, 0, 0) vaø fmin = 292.  Hôn nöõa,
trong baûng 3  aån khoâng cô baûn  x6 coù  öôùc löôïng 6 = 0 neân PATÖ x* khoâng duy
nhaát. Tieáp tuïc bieán ñoåi baûng ñôn hình ñöa aån x6 vaøo aån x1 ra ta ñöôïc.
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2 x4 32 -6 0 -3 1 -2 0
4 x2 30 2 1 3/2 0 1/2 0
3 x6 36 3 0 1 0 0 1

Baûng 4 f(x) = 292 0 0 -2 0 -3 0

 Trong baûng 4, j  0, j = 6,1  neân PACB hieän coù toái öu. Vaäy ta coù moät phöông aùn

toái öu môùi laø x** = (x1, x2, x3, x4, x5,x6) = (0, 30, 0, 32, 0, 36) vaø fmin = 292.

 Löu yù  ( hieän töôïng xoay voøng)

Coù tröôøng hôïp,  sau moät soá pheùp bieán ñoåi baûng ñôn hình ta gaëp laïi PA cuõ vaø haøm
muïc tieâu cuõng khoâng ñoåi, tröôøng hôïp naøy goïi laø hieän töôïng xoay voøng. Tuy nhieân,
tröôøng hôïp naøy raát hieám gaëp trong thöïc teá neân khoâng trình baøy caùch giaûi trong taøi
lieäu naøy.

Baøi taäp
Baøi 1.29
a) Giaûi baøi toaùn

(1) f(x) = x1 – x2 – 2x4 + 2x5 –3x6 min

(2)












9x3x4x2x
12xxx
2xxxx

6543

642

6541

(3)  xj  0, j = 6,1                             ÑS: PATÖ  x*= (0; 8; 0; 3; 0; 1) , fmin = -17.
b) Giaûi baøi toaùn

(1)  f(x) = x2 – 3x3 + 2x5 min

(2)












10xxx3x5
12xx4x4
7xxxx

6532

432

5321

(3)  xj  0, j = 6,1                       ÑS: Baøi toaùn khoâng coù PATÖ
Baøi 1.30 Giaûi baøi toaùn

(1)  f(x) = 3x1 – x2 – 2x3 max

(2)












12xx2x4
10xx8x4x3
7xxx3x

621

5321

4321

(3)  xj  0, j = 6,1                        ÑS: PATÖ x* = (5, 4, 0, 0, 11, 0) , fmax = 11
Baøi 1.31   Giaûi baøi toaùn

(4)  f(x) = 2x1 + 5x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 + x6 min

(5)












36xxx3
60xx3x2x4

152x3x4x2x

542

6532

5321

(6) xj  0, j = 6,1                ÑS: PATÖ x*= (104, 12, 6, 0, 0, 0) , fmin = 292



Quy hoaïch Tuyeán tính 50

Baøi 1.32   Giaûi baøi toaùn
                      [1]  f(x) = 180x1 + 120x2 + 60x3 max

                     [2]












25032025
5004020
20023010

321

321

321

xxx
xxx
xxx

                     [3]  x1  0 , x2  0 , x3  0.
Baøi 1.33   Giaûi baøi toaùn

(1) f(x) = 3x1 + 2x2 + 5x3 max

(2)







18x6x3x4
12x4xx2

321

321

(3) xj  0, j = 3,1
ÑS: PATÖ x*= (0, 0, 3), fmax = 15

Baøi 1.34 Giaûi baøi toaùn

(1)  f(x) = -2x1 + x2 + x4 min

(2)












18xxx2
27xxxx
15xxx

321

4321

321

(3)   xj  0  ( j = 4,1 )

Baøi 1.35  Giaûi baøi toaùn

(1)   f(x) = 2x1 - x2 +2x3 min

(2)






10xx
7x4x

32

31

(3)   xj  0  ( j = 3,1 )

Baøi 1.36  Giaûi baøi toaùn

(1)  f(x) =  4x1 + x2 -2x3 max

(2)







5xx
8xx

21

32

(3)   xj  0  ( j = 3,1 )

Baøi 1.37  Giaûi baøi toaùn

(1)  f(x) =  x1 - 2x2 + x3 min

(2)







10xxx2
12xx2x

321

321

(3)  xj  0  ( j = 3,1 )
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Baøi 1.38  Giaûi baøi toaùn
(1)  f(x) =  x4 + x5 + 20 max

(2)












2xxx
2x3xx
7x3x2x

541

543

542

(3)   xj  0  ( j = 5,1  )

Baøi 1.39 Giaûi baøi toaùn

(1)  f(x) =  x1 + x2 + x3  + 5 min

(2)












0xxx2
20x5xx
15x3x2

432

321

32

(3)   xj  0  ( j = 4,1 )

Baøi 1.40 Moät coâng ty coù keá hoaïch saûn xuaát 3 loaïi saûn phaåm S1, S2,  S3 töø 3 loaïi
nguyeân lieäu N1, N2, N3. Ñònh möùc tieâu hao veà nguyeân lieäu cho 1 ñôn vò saûn phaåm
moãi loaïi, lôïi nhuaän thu ñöôïc cho 1 ñôn  vò saûn phaåm vaø soá löôïng nguyeân lieäu toái ña
huy ñoäng ñöôïc cho ôû baûng sau :

Ñònh möùc tieâu hao caùc loaïi
nguyeân  lieäu cho 1 ñôn vò saûn
phaåm moãi loaïi

                        SP

NVL

S1 S2 S3

Soá  NVL toái ña
huy ñoäng ñöôïc

N1

N2

N3

2
1
4

3
2
1

2
1
2

240
200
400

Lôïi nhuaän /1 ñ.vò SP
(100.000 ñoàng)

10 12 9

Haõy laäp keá hoaïch saûn xuaát ñeå thu lôïi nhuaän toái ña bieát raèng saûn phaåm saûn xuaát ra
ñeàu coù theå tieâu thuï ñöôïc heát. Tính löôïng nguyeân lieäu coøn thöøa sau khi saûn xuaát vaø soá
tieàn lôøi toái ña.
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§5.  PHÖÔNG PHAÙP ÑÔN HÌNH GIAÛI BAØI TOAÙN
MÔÛ ROÄNG

Ñeå giaûi baøi toaùn QHTT (P) ta ñöa noù veà daïng chính taéc ( P ). Neáu baøi toaùn ( P ) coù
daïng chính taéc nhöng chöa phaûi daïng chuaån, ta duøng aån giaû ñeå ñöa veà daïng chuaån
(PM)  ( xem laïi baøi §2 muïc 2.3) roài giaûi baøi toaùn daïng chuaån.  Khi ñoù, chæ coù theå xaûy
ra moät trong ba tröôøng hôïp sau:

 Tröôøng hôïp 1: Neáu baøi toaùn môû roäng (PM) khoâng coù PATÖ thì baøi toaùn (P)
khoâng coù PATÖ.

 Tröôøng hôïp 2: Neáu baøi toaùn môû roäng (PM) coù PATÖ vaø taát caû caùc aån giaû ñeàu
baèng 0 thì boû phaàn aån giaû vaø aån phuï  ta ñöôïc PATÖ cuûa baøi toaùn (P).

 Tröôøng hôïp 3: Neáu baøi toaùn môû roäng (PM) coù PATÖ vaø ít nhaát moät aån giaû nhaän
giaù trò döông  thì baøi toaùn (P) khoâng coù PATÖ.

 Chuù yù

i) Muïc ñích cuûa vieäc theâm vaøo caùc aån giaû laø laøm cho baøi toaùn (PM) coù daïng
chuaån. Vì theá, neáu baøi toaùn xuaát phaùt ñaõ coù saün moät soá aån cô baûn thì chæ caàn
theâm aån giaû vaøo caùc raøng buoäc chöa coù aån cô baûn,  töø ñoù coù ngay phöông aùn cô
baûn xuaát phaùt.

ii) Khi giaûi baøi toaùn môû roäng, moãi khi moät aån giaû ñöôïc ñöa ra khoûi heä aån cô baûn
thì seõ khoâng ñöôïc ñöa trôû laïi, vì theá khoâng caàn chuù yù ñeán caùc coät öùng vôùi caùc
aån giaû, vaø do ñoù treân baûng ñôn hình coù theå khoâng caàn ghi caùc coät öùng vôùi aån
giaû.

Ví duï 1    Giaûi baøi toaùn  (P): (tröôøng hôïp 1- ñaây laø baøi toaùn ôû  §4 ví duï 4)

(1) f(x) =  x1 + 2x2 – x3 max

(2)







5xx3x
10x3x2x

321

321

(3)  xj  0  ( j = 3,1 )
Giaûi

Ñöa baøi toaùn (P) veà daïng chính taéc ( P ):

(1') f (x) =  x1 + 2x2 - x3 +0x4 +0x5 max

(2')







5xxx3x
10xx3x2x

5321

4321

(3') xj  0 , j = 5,1
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Baøi toaùn ( P ) naøy chöa coù daïng chuaån neân ta ñöa noù veà daïng chuaån. Raøng buoäc thöù
nhaát ñaõ coù x4 laø aån cô baûn neân ta chæ caàn theâm aån giaû x6 vaøo raøng buoäc thöù hai. Khi
ñoù ta ñöôïc baøi toaùn môû roäng (PM):

(1'') fM(x) =  x1 + 2x2 - x3 +0x4 +0x5 –Mx6 max

(2'')







5xxxx3x
10xx3x2x

65321

4321

(3'')xj  0 , j = 6,1

Trong ñoù M laø soá döông lôùn tuøy yù,  lôùn hôn baát kyø soá naøo caàn so saùnh vôùi noù. Laäp
baûng ñôn hình ñeå giaûi:

1 2 -1 0 0Heä soá Heä
ACB

PACB

x1 x2 x3 x4 x5

i

0 x4 10 -1 2 3 1 0 5

-M x6 5 1 3 1 0 -1 5/3

Baûng 1 fM(x) = -5M -M-1 -3M-2 -M+1 0 M

0 x4 20/3 -5/3 0 7/3 1 2/3 10

2 x2 5/3 1/3 1 1/3 0 -1/3

Baûng 2 fM(x) = 10/3 -1/3 0 5/3 0 -2/3

0 x5 10 -5/2 0 7/2 3/2 1

2 x2 5 -1/2 1 3/2 1/2 0

Baûng 3 fM(x) = 10 -2 0 4 1 0

Baøi toaùn (PM) coù haøm muïc tieâu max vaø 1 = -2 < 0, a11 = -5/2 < 0 , a21 = -1/2 < 0 neân
baøi toaùn khoâng coù PATÖ.  Suy ra baøi toaùn ( P ) khoâng coù PATÖ vaø do ñoù baøi toaùn (P)
cuõng khoâng coù PATÖ.

 Löu yù   Coù theå ñöa baøi toaùn daïng toång quaùt (P) veà daïng môû roäng (PM) maø khoâng
caàn thoâng qua daïng chính taéc ( P ).

Ví duï2    Giaûi baøi toaùn  (P): (tröôøng hôïp 2)

(1) f(x) = 6x1 +8x2 +9x3 +5x4 +6x5 min

(2)






10x3x2xx2x
6xx2x3xx2

54321

54321

(3) xj  0 , j = 5,1
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Giaûi

Baøi toaùn treân coù daïng chính taéc, nhöng khoâng phaûi daïng chuaån.  Ta laäp baøi toaùn môû
roäng (PM) töông öùng nhö sau:

(1’)  fM(x) = 6x1 +8x2 +9x3 +5x4 +6x5 +M(x6 + x7) min

 (2’)






10xx3x2xx2x
6xxx2x3xx2

754321

654321

 (3’) xj  0 , j = 7,1
Trong ñoù M laø soá döông raát lôùn,  lôùn hôn baát kyø soá naøo caàn so saùnh vôùi noù.

     6               8                9              5              6 iHeä soá Heä
ACB

PA
CB

    x1              x2              x3             x4             x5

M
M

x6

x7

6
10

2
1

1
2

3
1

2
2

1
3

3
5

Baûng 1 f(x) = 16M 3M-6 3M-8 4M-9 4M-5 4M-6
5 x4 3 1 1/2 3/2 1 1/2 6

M x7 4 -1 1 -2 0 2 2
Baûng 2 f(x)= 4M+15 -M-1 M-

2
11 -2M-

2
3 0 2M-7/2

5 x4 2 5/4 1/4 2 1 0
6 x5 2 -1/2 1/2 -1 0 1

Baûng 3 f(x) =  22
4

11


4
15
 -5 0 0

Vì M laø soá raát lôùn neân j  0  j = 7,1  . PACB ñang coù (x1, x2, x3, x4, x5, x6,x7) =
(0, 0, 0, 2, 2, 0, 0) laø toái öu. Do caùc aån giaû x6 = 0, x7 = 0 neân PATÖ baøi toaùn (P) laø
(x1, x2, x3, x4, x5) = (0,0,0, 2,2) vaø fmin = 22.

Ví duï 3    Giaûi baøi toaùn  (P): (tröôøng hôïp 2)
(1) f(x) = 6x1 + 3x2 + x3 min

(2)












8xx4x2
16x2x3x4
10xx5x2

321

321

321

(3) xj  0 , j = 3,1
Giaûi

Ñöa baøi toaùn (P) veà daïng chuaån: Theâm vaøo raøng buoäc thöù nhaát aån phuï x4 ta ñöôïc  aån
cô baûn thöù nhaát neân ta chæ caàn theâm aån giaû x5, x6 vaøo raøng buoäc thöù hai vaø thöù ba.
Khi ñoù ta ñöôïc baøi toaùn môû roäng (PM):
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(1')   fM(x) = 6x1 + 3x2 + x3 +0x4 + M(x5 + x6) min

(2')












8xxx4x2
16xx2x3x4
10xxx5x2

6321

5321

4321

(3') xj  0 , j = 6,1

6 3 1 0 iHeä soá Heä aån
cô baûn

PACB
x1 x2 x3 x4

0 x4 10 2 5 1 1 5
M x5 16 4 -3 2 0 4
M x6 8 2 4 1 0 4

Baûng 1 fM(x) = 24M 6M-6 M-3 3M-1 0
x4 2 0 1 0 1
x5 0 0 -11 0 0

0
M
6 x1 4 1 2 1/2 0 8

Baûng 2 fM (x) = 24 0 -11M-9 2 0
2 0 1 0 1
0 0 -11 0 0

0
M
1

x4

x5

x3 8 2 4 1 0
Baûng 3 fM (x) = 8 -4 -11M+1 0 0

Trong baûng 3, vì M laø soá döông lôùn neân j  0  j = 6,1 .  PACB hieän coù
(x1, x2, x3, x4, x5, x6) =    (0, 0, 8, 2, 0, 0) toái öu. Trong heä aån cô baûn chæ coøn aån giaû x5

nhöng x5 = 0 neân baøi toaùn (P) coù PATÖ  laø (x1, x2, x3) = (0,0,8) vaø fmin = 8.

Ví duï 4    Giaûi baøi toaùn  P: (tröôøng hôïp 3)

(1)  f(x) = 2x1 + x2 – x3 min

(2)
















23x
2
1x2x

10xx2x2
12x2xx4

321

321

321

(3)   xj  0  ( j = 5,1 )
Giaûi

Ñöa baøi toaùn veà daïng chuaån ta ñöôïc baøi toaùn môû roäng (PM):

(1') fM(x) = 2x1 + x2 – x3 +0x4 +0x5 +M(x6 + x7) min
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(2')
















23xx
2
1x2x

10xxx2x2
12xxx2xx4

7321

5321

64321

(3')   xj  0  ( j = 7,1 )

2 1 -1 0 0Heä soá Heä
ACB

PA

CB x1 x2 x3 x4 x5

i

-4 -1 2 -1 0 6

-2 2 -1 0 1

M

0

M

x6

x5

x7

12

10

23 1 -2 -1/2 0 0

Baûng 1 f(x) = 35M -3M-2 -3M-1 3/2M+1 -M 0

-1 x3 6 -2 -1/2 1 -1/2 0

0 x5 16 -4 3/2 0 -1/2 1

M x7 26 0 -9/4 0 -1/4 0

Baûng 2 f(x) = 35M 0 -9/4M-1/2 0 -1/4M+1/2 0

Trong baûng 2, j  0 j  neân baøi toaùn môû roäng coù phöông aùn toái öu. Vì PATÖ cuûa
baøi toaùn môû roäng coù aån giaû x7 = 26 > 0 neân baøi toaùn xuaát phaùt (P) khoâng coù phöông
aùn.

Baøi taäp
Baøi 1.41   Giaûi baøi toaùn

(1) f(x) = 12x1 + 8x2 + x3 min

(2)












8xx4x4
8xx4x

10xx3x2x2

321

321

4321

(3) xj  0 , j = 4,1
ÑS: PATÖ x* = (0, 7/5, 12/5, 0) , fmin = 68/5

Baøi 1.42  Giaûi baøi toaùn

(1)   f(x) =  3x1 + x2 - 3x3 max

(2)












4x2x3
5x5x10
2xx2x

32

32

321

(3)   xj  0  ( j = 3,1 )
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Baøi 1.43  Giaûi baøi toaùn

(1)  f(x) =  x1 + 2x2 – x3 max

(2)












4x2xx2
6x2xx
6x2x4x4

321

321

321

(3)   xj  0  ( j = 3,1 )

Baøi 1.44  Giaûi baøi toaùn

(1)  f(x) =  x1 + 2x2 + 3x3 + x4 max

(2)












10xxx2x
20x5xx2
15x3x2x

4321

321

321

(3)   xj  0  ( j = 4,1 )

Baøi 1.45   Giaûi baøi toaùn

   (1)   f(x) = -2x1 + 3x2 + x3 – 9x4  max

(2)












83424
145737
9243

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

         (3) xj   0 ( j = 1, 2, 3, 4 )

Baøi 1.46   Giaûi baøi toaùn

   (1)   f(x) = 3x1 +4x2 +2 x3+ 4x4 min

                                              (2)












8
31435
14

4321

4321

421

xxxx
xxxx
xxx

                                              (3)   x1  0, x2  0, x3  0, x4  0

Baøi 1.47   Giaûi baøi toaùn
(1) 321 38)( xxxxf   max

   (2)












9-32
14322
4-4

321

321

321

xxx
xxx
xxx

         (3) 01 x , 02 x  , 03 x
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§ 6. QUY HOAÏCH NGUYEÂN

Quy hoaïch nguyeân ( integer programming , vieát taéc IP) laø baøi toaùn quy hoaïch trong
ñoù coù taát caû hoaëc moät phaàn caùc bieán bò raøng buoäc chæ nhaän giaù trò nguyeân. Töùc laø baøi
toaùn coù daïng tìm x = (x1, x2,…, xn) n sao cho :

(1) f(x) = 


n

1j
jjxc  min ( max)

(2) 


n

1j
jijxa





















i

i

i

b
b
b

 , i = 1, 2, …, m

(3) xj  0, j = 1, 2, …, n; xj nguyeân vôùi j J 1, 2, …, n.
 Neáu J = 1, 2, …, n  thì baøi toaùn goïi laø quy hoaïch nguyeân hoaøn toaøn (pure

integer programming ), kyù hieäu (PIP).
 Neáu J  1, 2, …, n thì baøi toaùn goïi laø quy hoaïch nguyeân boä phaän  (mixed

integer programming ), kyù hieäu (MIP).

Neáu baøi toaùn quy hoaïch nguyeân coù mieàn raøng buoäc bò chaën thì coù theå giaûi baøi toaùn
baèng caùch duyeät taát caû caùc phöông aùn. Tuy nhieân, neáu soá phöông aùn naøy khaù lôùn thì
trong thöïc teá cuõng khoâng theå thöïc ñöôïc, maëc duø coù söï hoã trôï cuûa maùy tính. Trong
lòch söû, vieäc thöôûng 264 haït thoùc cho ngöôøi nghó ra moân côø khoâng theå thöïc hieän laø
moät minh hoïa raát hay cho vieäc naøy.

Hieän nay, phöông phaùp hieäu quaû nhaát ñeå giaûi baøi toaùn quy hoaïch nguyeân laø phöông
phaùp nhaùnh-caän. Chuùng ta cuøng tìm hieåu phöông phaùp naøy thoâng qua moät soá ví duï
sau ñaây. Vì baïn ñoïc ñaõ bieát caùch giaûi baøi toaùn QHTT ôû caùc baøi tröôùc, neân ñeå cho
goïn, chuùng toâi khoâng trình baøy chi tieát vieäc giaûi caùc baøi toaùn QHTT töông öùng trong
caùc ví duï naøy.

Ví duï 1    Xeùt baøi toaùn quy hoaïch nguyeân hoaøn toaøn (PIP) sau ñaây .

(1) f(x) = 5x1 + 4x2 max

(2)







45x6x10
5xx

21

21

(3)   x1  0 , x2  0 vaø x1 , x2 nguyeân.
Giaûi

Goïi  x* ,  fN-max laàn löôït laø PATÖ vaø giaù trò toái öu cuûa baøi toaùn (PIP) ( neáu coù).

 Giaûi baøi toaùn QHTT töông öùng: Boû qua ñieàu kieän nguyeân cuûa caùc bieán ta ñöôïc
baøi toaùn QHTT (LP0).

(1) f(x) = 5x1 + 4x2 max
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(2)







45x6x10
5xx

21

21

(3)   x1  0 , x2  0 .
Giaûi baøi toaùn (LP0) ta ñöôïc PATÖ  laø x0 = (x1 ; x2) =(3,75; 1,25) , fo = 23,75. Do fo =
23,75 neân fN-max  23.  PATÖ x0 naøy coù x1= 3,75 , x2 = 1,25  khoâng nguyeân neân coù
theå choïn moät trong hai aån naøy ñeå phaân nhaùnh.

 Phaân nhaùnh: Choïn aån x1 ñeå phaân nhaùnh ta ñöôïc  (coù theå choïn  x2)

 Vôùi nhaùnh x1  3 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP1):

(1)  f(x) = 5x1 + 4x2 max

(2)










3x
45x6x10

5xx

1

21

21

(3)   x1  0 , x2  0 .

 Giaûi baøi toaùn (LP1) ta ñöôïc PATÖ
(x1;x2) =(3;2), f1 =23. PATÖ naøy
coù caùc aån ñeàu nguyeân neân
x*:=(3;2) vaø fN-max:= 23, nhaùnh naøy
döøng.(stop)

 Vôùi nhaùnh x1  4 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP2):

(1) f(x) = 5x1 + 4x2 max

(2)










4x
45x6x10

5xx

1

21

21

(3)   x1  0 , x2  0 .

 Giaûi baøi toaùn (LP2) ta ñöôïc PATÖ
laø (x1;x2) =( 4; 0,833), f2 =23,333 .

Ñeán ñaây, roõ raøng trong  trong (LP2) khoâng theå coù PA nguyeân cuûa baøi toaùn (IP) toát
hôn so vôùi (LP1). Tuy nhieân, neáu muoán tìm xem trong (LP2) coøn coù nghieäm nguyeân
naøo khaùc cuûa baøi toaùn (PIP) hay khoâng  thì ta tieáp tuïc phaân nhaùnh (LP2) ñeå giaûi nhö
sau.

 Vôùi nhaùnh x2  0 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP21):

(1)  f(x) = 5x1 + 4x2 max

(2)










0x,4x
45x6x10

5xx

21

21

21

(3)   x1  0 , x2  0 .

 Giaûi baøi toaùn (LP21) naøy ta ñöôïc
PATÖ (x1;x2) =(4,5;0), f21 =22,5. Vì
f21 =22,5 < 23 = fN-max neân trong
nhaùnh naøy khoâng theå coù phöông aùn
naøo toát hôn x*.

 Vôùi nhaùnh x2  1 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP22):

(1) f(x) = 5x1 + 4x2 max

(2)










1x,4x
45x6x10

5xx

21

21

21
( heä naøy voâ nghieäm)

(3)   x1  0 , x2  0 .

 Baøi toaùn (LP22) coù taäp phöông aùn
roãng.

Vaäy phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn (PIP) laø x*:=(3;2) vaø fN-max:= 23.
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Ta toùm taét caùc böôùc giaûi baøi toaùn (IP) qua sô ñoà sau:

                                                              x1 3             x1 4

                                                           x2 0                          x2   1

Ví duï 2   Giaûi baøi toaùn quy hoaïch nguyeân boä phaän (MIP) sau ñaây baèng phöông phaùp
nhaùnh caän.

(1) f(x) = 4x1 + 5x2 + 3x3 max

(2)












12xx4x3
7xxx2

10x4x3

321

321

31

(3) x1 , x2, x3  0 vaø x1 ,  x3 nguyeân

Giaûi
Goïi  x* ,  fN-max laàn löôït laø PATÖ vaø giaù trò toái öu cuûa baøi toaùn (MIP) ( neáu coù).
 Giaûi baøi toaùn QHTT töông öùng: Boû qua ñieàu kieän nguyeân cuûa caùc bieán ta ñöôïc

baøi toaùn QHTT (LP0).

Baøi toaùn (IP)

Boû qua ñieàu kieän nguyeân
ta ñöôïc baøi toaùn (LP0)

Giaûi baøi toaùn (LP0) ta ñöôïc PATÖ
(x1 ; x2) =(3,75; 1,25) , fo = 23,75

(LP1) coù  PATÖ (x1; x2) =
(3;2),  f1 = 23 = fN-max . Ñaây
laø PATÖ cuûa baøi toaùn (IP)

(stop)

(LP2) coù  PATÖ  (x1;x2)
=(4;0,833) , f2 = 23,333

(LP21) coù  PATÖ (x1;x2) = (4,5;0),
f21 = 22,5 < 23 = fN-max (stop)

(LP22) coù mieàn phöông aùn
roãng (stop)
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(1) f(x) = 4x1 + 5x2 + 3x3 max

(2)












12xx4x3
7xxx2

10x4x3

321

321

31

(3) x1 , x2, x3  0

Giaûi baøi toaùn (LP0) ta ñöôïc PATÖ  laø x0 = (x1 ; x2,;x3) =(0; 2,375; 2,5) , fo = 19,375.
PATÖ x0 naøy coù x3= 2,5 khoâng nguyeân neân laáy aån naøy ñeå phaân nhaùnh.

 Phaân nhaùnh: Laáy aån x3 ñeå phaân nhaùnh ta ñöôïc

 Vôùi nhaùnh x3  2 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP1):

(1) f(x) = 4x1 + 5x2 + 3x3 max

(2)















2x
12xx4x3
7xxx2

10x4x3

3

321

321

31

(3) x1 , x2, x3  0

 Giaûi baøi toaùn (LP1) ta ñöôïc PATÖ
(x1; x2; x3) =(2/3;2;2), f1 = 18,667.

 Vôùi nhaùnh x3  3 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP2):

(1) f(x) = 4x1 + 5x2 + 3x3 max

(2)















3x
12xx4x3
7xxx2

10x4x3

3

321

321

31

(3) x1 , x2, x3  0

 Baøi toaùn (LP2) coù mieàn phöông
aùn roãng. (stop)

       (vì x3  3 neân 3x1 +4x310 khoâng thoûa)

 Trong nhaùnh (LP1) tieáp tuïc laáy x1 ñeå phaân nhaùnh.

 Vôùi nhaùnh x1  0 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP11):

(1) f(x) = 4x1 + 5x2 + 3x3 max

(2)















0x,2x
12xx4x3
7xxx2

10x4x3

13

321

321

31

(3) x1 , x2, x3  0

 Giaûi baøi toaùn (LP11) ta ñöôïc
PATÖ (x1; x2; x3) =(0;2,5;2), f11 =
18,5. PATÖ naøy thoûa x1 vaø x3

nguyeân neân x* :=(0;2,5;2),
fN-max := 18,5, nhöng coøn phaûi so
saùnh vôùi nhaùnh (LP12).

 Vôùi nhaùnh x1  1 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP2):

(1) f(x) = 4x1 + 5x2 + 3x3 max

(2)















1x,2x
12xx4x3
7xxx2

10x4x3

13

321

321

31

(3) x1 , x2, x3  0

 Giaûi baøi toaùn (LP12) ta ñöôïc
PATÖ (x1;x2; x3) =(1;1,8125;1,75),
f12 = 18,3125 < 18,5=fN-max. Do ñoù
nhaùnh naøy khoâng theå coù phöông
aùn nguyeân toát hôn nhaùnh (LP11)
(stop)

Vaäy PATÖ cuûa baøi toaùn (MIP) laø x* = (0;2,5;2) , fN-max := 18,5.
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Ta toùm taét caùc böôùc giaûi baøi toaùn (MIP) qua sô ñoà sau:

                    x3 2            x3 3

                                             x1 0                    x1  1

Ví duï 3    Giaûi baøi toaùn quy hoaïch nguyeân hoaøn toaøn (PIP) sau ñaây baèng phöông
phaùp nhaùnh caän.

(1) f(x) = x1 – 3x2 + 3x3 max

(2)












4xxx2
3xx2x3
2x3x4

321

321

21

(3) x1 , x2, x3  0 vaø x1 , x2, x3 nguyeân

Giaûi

Goïi  x* ,  fN-max laàn löôït laø PATÖ vaø giaù trò toái öu cuûa baøi toaùn (PIP) ( neáu coù).

 Giaûi baøi toaùn QHTT töông öùng: Boû qua ñieàu kieän nguyeân cuûa caùc bieán ta ñöôïc
baøi toaùn QHTT (LP0).

Baøi toaùn (IP)

Boû qua ñieàu kieän nguyeân
ta ñöôïc baøi toaùn (LP0)

Giaûi baøi toaùn (LP0) ta ñöôïc PATÖ (x1;
x2;x3) = (0; 2,375; 2,5) , fo = 19,375

(LP1) coù  PATÖ (x1; x2; x3)
= (2/3;2;2),  f1 = 18,667

(LP2) coù  mieàn phöông
aùn roãng (stop)

(LP11) coù  PATÖ (x1; x2; x3) =
(0;2,5;2),  f11 =18,5:= fN-max

(stop)

(LP12) coù  PATÖ (x1; x2; x3) =
(1;1,8125;1,75); f12 =18,3125<fN-max

(stop)
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(1) f(x) = x1 – 3x2 + 3x3 max

(2)












4xxx2
3xx2x3
2x3x4

321

321

21

(3) x1 , x2, x3  0
Giaûi baøi toaùn (LP0) ta ñöôïc PATÖ  laø x0 = (x1 ; x2,;x3) =(1/2; 0;9/2) , fo = 14. Do fo =
14 neân fN-max < 14. PATÖ x0 naøy coù x1= 1/2, x3 = 9/2 khoâng nguyeân neân coù theå choïn
moät trong hai aån naøy ñeå phaân nhaùnh.

 Phaân nhaùnh: Choïn aån x3 ñeå phaân nhaùnh ta ñöôïc

 Vôùi nhaùnh x3  4 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP1):

(1) f(x) = x1 – 3x2 + 3x3 max

(2)















4x
4xxx2
3xx2x3
2x3x4

3

321

321

21

(3) x1 , x2, x3  0

 Giaûi baøi toaùn (LP1) ta ñöôïc PATÖ
(x1; x2; x3) =(1/2;0;4), f1 = 25/2.
Nhaùnh naøy coù theå coù PA nguyeân
toát hôn x* ñaõ coù ñöôïc ôû (LP2) neân
ta tieáp tuïc laáy x1 ñeå phaân nhaùnh.

 Vôùi nhaùnh x3  5 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP2):

(1) f(x) = x1 – 3x2 + 3x3 max

(2)















5x
4xxx2
3xx2x3
2x3x4

3

321

321

21

(3) x1 , x2, x3  0

 Giaûi baøi toaùn (LP2) ta ñöôïc PATÖ
laø (x1 ; x2; x3) =( 2; 2;5), f2 = 11.
PATÖ naøy coù caùc aån ñeàu nguyeân
neân x* :=(2; 2; 5) vaø fN-max:= 11,
neân nhaùnh naøy döøng.(stop)

 Phaân nhaùnh: Trong (LP1), laáy aån  x1 ñeå phaân nhaùnh ta ñöôïc
 Vôùi nhaùnh x1  0 ta ñöôïc baøi toaùn

(LP11):
(1) f(x) = x1 – 3x2 + 3x3 max

(2)





















0x
4x

4xxx2
3xx2x3
2x3x4

1

3

321

321

21

(3) x1 , x2, x3  0

 Giaûi baøi toaùn (LP11) ta ñöôïc
PATÖ (x1; x2; x3) =(0;0;9/2), f11 =
9. Vì f11 = 9 < fN-max= 11 neân moïi
PA nguyeân ôû nhaùnh naøy ñeàu
khoâng theå toát hôn x*. (Stop)

 Vôùi nhaùnh x1  1 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP12):

(1) f(x) = x1 – 3x2 + 3x3 max

(2)





















1x
4x

4xxx2
3xx2x3
2x3x4

1

3

321

321

21

(3) x1 , x2, x3  0

 Giaûi baøi toaùn (LP12) ta ñöôïc
PATÖ  laø (x1; x2; x3) =( 1;2/3;4),
f12 = 11. Vì f12 = 11 = fN-max neân
moïi PA nguyeân ôû nhaùnh naøy ñeàu
khoâng theå toát hôn x*. (stop)

Vaäy phöông aùn toái öu baøi toaùn (PIP) laø x* =(2; 2; 5) vaø fN-max= 11.
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Ta toùm taét caùc böôùc giaûi baøi toaùn (MIP) qua sô ñoà sau:

                                                              x3 4             x3 5

                                             x1 0                    x1  1

Ví duï 4   Giaûi baøi toaùn quy hoaïch nguyeân boä phaän (MIP) sau ñaây baèng phöông phaùp
nhaùnh caän.

(1) f(x) = x1 -x2 -x3 +x4 min

(2)












6x2xx3x
5xxx3x3
3xxx2x2

4321

4321

4321

(3) x1 , x2, x3, x4  0 vaø x1 ,  x2 nguyeân

Giaûi

Goïi  x* ,  fN-min laàn löôït laø PATÖ vaø giaù trò toái öu cuûa baøi toaùn (MIP) ( neáu coù).

 Giaûi baøi toaùn QHTT töông öùng: Boû qua ñieàu kieän nguyeân cuûa caùc bieán ta ñöôïc
baøi toaùn QHTT (LP0).

Baøi toaùn (IP)

Boû qua ñieàu kieän nguyeân
ta ñöôïc baøi toaùn (LP0)

Giaûi baøi toaùn (LP0) ta ñöôïc PATÖ
(x1 ; x2,;x3) (1/2; 0;9/2) , fo = 14

(LP1) coù  PATÖ (x1; x2; x3)
= (1/2;0;4),  f1 = 25/2

(LP2) coù  PATÖ nguyeân
(x1;x2;x3) =(2;2;5)
fN-max := 11(stop)

(LP11) coù  PATÖ (x1; x2; x3)
= (0;0;9/2),  f11 = 9 (stop)

(LP12) coù  PATÖ (x1; x2; x3)
= (1;2/3;4),  f12 = 11 (stop)



Quy hoaïch  Nguyeân 65

(1) f(x) = x1 -x2 -x3 +x4 min

(2)












6x2xx3x
5xxx3x3
3xxx2x2

4321

4321

4321

(3) x1 , x2, x3, x4  0

Giaûi baøi toaùn (LP0) ta ñöôïc PATÖ  laø x0 = (x1 ; x2,;x3,x4) =(2,6; 1; 0;0,2) , fo = 1,8.
Do ñoù  fN-min  1,8. PATÖ x0 naøy coù x1= 2,6 khoâng nguyeân neân laáy aån naøy ñeå phaân
nhaùnh.

 Phaân nhaùnh: Choïn aån x1 ñeå phaân nhaùnh ta ñöôïc

 Vôùi nhaùnh x1  2 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP1):

(1) f(x) = x1 -x2 -x3 +x4 min

(2)












6x2xx3x
5xxx3x3
3xxx2x2

4321

4321

4321

(3) x1 , x2, x3, x4  0  , x1  2
 Giaûi baøi toaùn (LP1) ta ñöôïc PATÖ

(2; 0,4; 0,8; 1), f1 =1,8. PATÖ naøy
coøn coù aån khoâng nguyeân x2 =0,4
neân tieáp tuïc phaân nhaùnh.

 Vôùi nhaùnh x1  3 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP2):

(1) f(x) = x1 -x2 -x3 +x4 min

(2)












6x2xx3x
5xxx3x3
3xxx2x2

4321

4321

4321

(3) x1 , x2, x3, x4  0  , x1  3

 Giaûi baøi toaùn (LP2) ta ñöôïc keát
quaû baøi toaùn khoâng coù phöông aùn
(mieàn raøng buoäc roãng), nhaùnh naøy
döøng.(stop) .

 Phaân nhaùnh: Laáy aån x2 ñeå phaân nhaùnh ta ñöôïc

 Vôùi nhaùnh x2  0 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP11):

(1) f(x) = x1 -x2 -x3 +x4 min

(2)












6x2xx3x
5xxx3x3
3xxx2x2

4321

4321

4321

(3) x1 , x2, x3, x4  0  , x1  2, x2  0
 Giaûi baøi toaùn (LP11) ta ñöôïc

PATÖ (1; 0; 1/3; 7/3) := x*, f11 =3.
PATÖ naøy coù caùc aån x1, x2 ñeàu
nguyeân, nhaùnh naøy döøng.(stop).

 Vôùi nhaùnh x2  1 ta ñöôïc baøi toaùn
(LP12):

(1) f(x) = x1 -x2 -x3 +x4 min

(2)












6x2xx3x
5xxx3x3
3xxx2x2

4321

4321

4321

(3) x1 , x2, x3, x4  0  , x1  3, x2 1

 Giaûi baøi toaùn (LP12) ta ñöôïc keát
quaû baøi toaùn khoâng coù phöông aùn,
nhaùnh naøy döøng.(stop).
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Ta toùm taét caùc böôùc giaûi baøi toaùn (MIP) qua sô ñoà sau:

                                                              x1 2            x1 3

                                             x2 0                    x2  1

Baøi toaùn (IP)

Boû qua ñieàu kieän nguyeân
ta ñöôïc baøi toaùn (LP0)

Giaûi baøi toaùn (LP0) ta ñöôïc PATÖ
(x1; x2,;x3;x4) =(2,6; 1;0;0,2) , fo =1,8

(LP1) coù  PATÖ (x1; x2,;x3;x4)
= (2;0,4;0,8;1),  f1 = 1,8

(LP2) coù  mieàn phöông
aùn roãng (stop)

(LP11) coù  PATÖ (x1; x2,;x3;x4)
:= (1;0,1/3;7/3),  f11 = 3 := fN-min

(LP12) coù  mieàn phöông aùn roãng
(stop)
 (stop)
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Baøi taäp toång keát chöông 1
Caâu hoûi traéc nghieäm ( choïn 1 trong caùc caâu A, B, C, D )

Caâu 1  Khaúng ñònh naøo sau ñaây laø sai?
 A) Baát kyø baøi toaùn QHTT naøo cuõng coù theå xem nhö laø baøi toaùn QHTT daïng toång

quaùt.
 B) Neáu  moät baøi toaùn QHTT daïng chính taéc coù heä phöông trình raøng buoäc laø heä

phöông trình chuaån thì baøi toaùn ñoù coù daïng chuaån .
 C) Moïi baøi toaùn QHTT daïng chuaån ñeàu coù phöông aùn .
 D) Moïi baøi toaùn QHTT daïng chuaån ñeàu co daïng chính taéc.

Caâu 2   Cho baøi toaùn QHTT vôùi haøm muïc tieâu f  min vaø coù mieàn phöông aùn laø
taäp D  . Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai ?
 A) Neáu haøm muïc tieâu bò chaën treân treân mieàn D thì baøi toaùn coù PATÖ.
 B) Neáu mieàn D bò chaën (giôùi noäi ) thì baøi toùan coù PATÖ.
 C) Neáu haøm muïc tieâu bò chaën döôùi treân mieàn D thì baøi toaùn coù PATÖ.
 D) Neáu haøm muïc tieâu bò chaën treân mieàn D thì baøi toaùn coù PATÖ.

Caâu 3   Cho baøi toaùn QHTT vôùi haøm muïc tieâu f  max vaø coù mieàn phöông aùn laø
taäp D  . Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai ?
 A) Neáu haøm muïc tieâu bò chaën döôùi treân mieàn D thì baøi toaùn coù PATÖ.
 B) Neáu mieàn D bò chaën (giôùi noäi ) thì baøi toùan coù PATÖ.
 C) Neáu haøm muïc tieâu bò chaën treân treân mieàn D thì baøi toaùn coù PATÖ.
 D) Caû b vaø c ñeàu ñuùng.

Caâu 4   Khaúng ñònh naøo sau ñaây ñuùng ?
 A) Moïi baøi QHTT daïng chuaån ñeàu coù phöông aùn.
 B) Moïi baøi toaùn qui hoaïch daïng chính taéc ñeàu coù phöông aùn.
 C) Neáu moät baøi toaùn QHTT coù phöông aùn thì seõ coù PATÖ.
 D) Neáu moät baøi toaùn QHTT coù PATÖ  thì taäp phöông aùn bò chaën.

Caâu 5   Giaû söû baøi toaùn QHTT chính taéc (P) ñöôïc ñöa veà baøi toaùn môû roäng (PM).
Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai ?

 A) Neáu (PM) coù PATÖ thì (P) coù PATÖ.
 B) Neáu (P) coù PATÖ thì (PM) coù PATÖ.
 C) Neáu (PM) coù PATÖ maø moïi aån giaû ñeàu nhaän giaù trò 0 thì (P) coù PATÖ.
 D) Neáu (PM) coù PATÖ maø moïi aån giaû ñeàu baèng 0 thì boû phaàn aån giaû ta ñöôïc

PATÖ cuûa (P).

Caâu 6   Giaû söû baøi toaùn QHTT daïng toång quaùt  (P) ñöôïc ñöa veà baøi toaùn QHTT daïng
chính taéc  P . Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

 A) Baøi toaùn (P) coù phöông aùn khi vaø chæ khi  P  coù phöông aùn .
 B) Baøi toaùn (P) coù PATÖ khi vaø chæ khi  P  coù PATÖ.
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 C) Caû A vaø B ñeàu ñuùng.
 D) Caû A vaø B ñeàu sai.

Caâu 7   Giaû söû baøi toaùn QHTT toång quaùt (P) ñöôïc ñöa veà baøi toaùn QHTT daïng môû
roäng(PM) . Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai ?

 A) Neáu (P) coù PATÖ thì (PM) coù PATÖ.
 B) Neáu (P)  coù phöông aùn thì (PM) coù phöông aùn.
 C) Neáu (PM) coù PATÖ thì boû phaàn aån phuï  vaø aån giaû ta ñöôïc PATÖ cuûa (P).
 D) Neáu (PM)khoâng coù PATÖ thì (P) khoâng coù PATÖ.

Caâu 8   Giaû söû baøi toaùn QHTTdaïng toång quaùt (P) ñöôïc ñöa veà baøi toaùn QHTT daïng
môû roäng (PM).Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

 A) Neáu (P) khoâng coù PATÖ thì (PM)khoâng coù PATÖ.
 B) Neáu (PM) khoâng coù PATÖ thì (P)khoâng coù PATÖ.
 C) Neáu (PM) coù PATÖ  maø coù ít nhaát moät aån giaû nhaän giaù tròø döông thì (P) khoâng

coù PATÖ.
 D) Baøi toaùn(PM) luoân coù phöông aùn.

BAØI TOAÙN QUY  HOAÏCH PHAÂN TUYEÁN TÍNH
Baøi 1   Giaûi baøi toaùn  ( P)

(1)  f(x) =
321

321

x2x3x
x2xx3




 min

(2)







9x2x3x2
8xx2x

321

321

(3) 3,1j,0x j 

Giaûi

Ñaët  y0 =
321 x2x3x

1


  ;   yj =y0xj  vôùi  j = 3,1   (*).

Khi ñoù baøi toaùn töông ñöông vôùi baøi toaùn (P’):
(1)  g(y) = 3y1 + y2 + 2y3 min

(2)













1y2y3y
0y2y3y2y9

0yy2yy8

321

3210

3210

(3) 0y i   , i = 3,1 , yo > 0
Ñöa baøi toaùn  veà daïng chuaån

(1) gM(y) = 3y1 + y2 + 2y3 + 0y4 + 0y5 + My6 min

(2)












1yy2y3y
0yy2y3y2y9
0yyy2yy8

6321

53210

43210

(3) yj   0 , j = 6,1 , y0 > 0
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Laäp baûng ñôn hình ñeå giaûi ta ñöôïc

0 3 1 2 0 0 MHeä
soá

Heä
ACB

PA
CB y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6

i

0
0
M

y4

y5

y6

0
0
1

-8
-9
0

1
2
1

2
3
3

1
2
2

1
0
0

0
1
0

0
0
1

0
0

1/3
Baûng 1 gM(y)  =M 0 M-3 3M-1 2M-2 0 0 0

1
0
M

y2

y5

y6

0
0
1

-4
3

12

1/2
1/2
-1/2

1
0
0

1/2
1/2
1/2

1/2
-3/2
-3/2

0
1
0

0
0
1

0
1/12

Baûng 2 gM(y) =M 12M-4 2
5

2
M


 0
2
3

2
M


2
1M

2
3
 0 0

1
0
M

y2

y0

y6

0
0
1

0
1
0

7/6
1/6
-5/2

1
0
0

7/6
1/6
-3/2

-3/2
-1/2
9/2

4/3
1/3
-4

0
0
1 2/9

Baûng 3 gM(y) =M 0 6
11

M
2
5


 0
6
5M

2
3
 2

3M
2
9


3
4M4  0

1
0
0

y2

y0

y4

1/3
1/9
2/9

0
1
0

1/3
-1/9
-5/9

1
0
0

2/3
0

-1/3

0
0
1

0
-1/9
-8/9

1/3
1/9
2/9

Baûng 4 gM(y) =
3
1 0 -8/3 0 -4/3 0 0

3
1 -M

j  0  j = 6,0  neân PACB hieän coù laø toái öu .

Vaäy PATÖ baøi toaùn (P’) laø y(*) = (y0, y1, y2, y3)  =(
9
1 ,0,

3
1 ,0),   gmin = 3

1

Thay vaøo (*) ta ñöôïc PATÖ baøi toaùn (P) : x* = (0; 3; 0),  fmin = 3
1

Baøi 2    (baøi toaùn qui hoaïch phaân tuyeán tính)

 Moät coâng ty söû duïng 2 loaïi nguyeân lieäu N1, N2 ñeå saûn xuaát ra 1 loaïi saûn phaåm theo

2 coâng ngheä khaùc nhau laø CN1, CN2. Bieát löôïng nguyeân lieäu moãi loaïi hieän coù; ñònh

möùc tieâu hao caùc loaïi nguyeân lieäu, chi phí saûn xuaát,  löôïng saûn phaåm laøm ra trong

moät giôø ñöôïc cho trong baûng sau:
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Ñònh möùc tieâu hao nguyeân lieäu
trong 1 giôø

Nguyeân
lieäu

Soá löôïng
nguyeân lieäu
hieän coù (ñv) CN1 CN2

N1 300 3 2
N2 400 2 4

Saûn löôïng (saûn phaåm/giôø) 7 8
     Chi phí (USD/giôø) 120 150

a) Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc baøi toaùn tìm keá  hoaïch saûn xuaát sao cho giaù thaønh saûn
phaåm laø thaáp nhaát.

b) Ñöa baøi toaùn ñaõ laäp ôû caâu a veà baøi toaùn quy hoïach tuyeán tính.

c) Giaûi baøi toaùn quy hoaïch tuyeán tính ôû caâu b roài suy ra keát quaû baøi toaùn ôû caâu a.

Baøi 3  Ñeå saûn xuaát 4 loaïi saûn phaåm S1, S2,  S3, S4 ngöôøi ta duøng 3 loaïi nguyeân lieäu
N1, N2, N3. Ñònh möùc tieâu hao veà nguyeân vaät lieäu cho 1 ñôn vò saûn phaåm moãi loaïi,
lôïi nhuaän thu ñöôïc cho 1 ñôn  vò saûn phaåm vaø soá löôïng nguyeân lieäu toái ña huy ñoäng
ñöôïc cho ôû baûng sau :

              SP

NVL

S1 S2 S3 S4 Soá  NVL toái ña
huy ñoäng

N1

N2

N3

4

1

3

2

1

1

2

2

2

3

3

1

34

29

39

Lôïi nhuaän cho
1 ñ.vò SP

9 10 14 12

Haõy laäp keá hoaïch saûn xuaát ñeå thu lôïi nhuaän toái ña.

Baøi 4  Moät ngöôøi coù 10.000.000.000ñ muoán cho vay theo caùc loaïi hình sau :

- Tieát kieäm khoâng kyø haïn, vôùi laõi suaát 6,5%.

- Tieát kieäm coù kyø haïn vôùi laõi suaát 8,5%.

- Mua tín phieáu vôùi laõi suaát 10%.

- Cho tö nhaân vay vôùi laõi suaát 13%.

Thôøi gian ñaùo haïn cho laø nhö nhau . caùc loaïi hình ñaàu tö ñeàu coù may ruûi . Ñeå giaûm
thieåu caùc söï ruûi ro, ngöôøi cho vay theo caùc chæ daãn sau :

a) Khoâng cho tö nhaân vay quaù 20% soá voán.
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b)  Soá luôïng cho vay trong tín phieáu  khoâng ñöôïc quaù soá cho vay trong 3 lónh
vöïc cho vay kia .

c) Ít nhaát  30% soá tieàn cho vay phaûi thuoäc lónh vöc tieát kieäm coù kyø haïn vaø tín
phieáu.

d) Tyû leä tieàn tieát kieäm khoâng kyø haïn treân tieàn tieát kieäm coù kyø haïn khoâng ñöôïc
quaù 1/3.

Ngöôøi naøy muoán vay toaøn boä soá tieàn . Cho bieát keá hoaïch ñaàu tö sao cho lôïi nhuaän
toái ña?

Baøi 5   Moät nhaø maùy chuyeân saûn xuaát hai loaïi phuï tuøng P1 vaø P2, caùc phuï tuøng naøy

ñöôïc gia coâng laàn löôït trong hai phaân xöôûng A1 vaø A2. Thôøi gian tieâu thuï cho vieäc

saûn xuaát trong caùc phaân xöôûng ñöôïc trình baøy trong baûng sau :

             Phaân xöôûng

Phuï tuøng

A1 A2

P1 10 16

P2 14 12

Thôøi gian ñöôïc söû

duïng / tuaàn

1600 1800

                                       ( ñôn vò : giôø )

Dieän tích kho söû duïng laø 1400 m2. Caùc saûn phaåm khoâng ñöôïc ñeå choàng leân nhau ,

moãi saûn phaåm P1 caàn 5m2, moãi saûn phaåm P2 caàn 4m2. Moãi tuaàn coù theå baùn ra 140 saûn

phaåm P1 vaø 135 saûn phaåm P2.

Saûn phaåm baùn ra cho möùc lôøi 120 USD ñoái vôùi P1 vaø 100 USD ñoái vôùi P2.

Hoûi : Moãi tuaàn phaûi saûn xuaát bao nhieâu saûn phaåm P1 vaø P2 ñeå nhaø maùy coù möùc lôøi

toái ña ?

Baøi 6   Moät coâng ty söû duïng 3 loïai nguyeân lieäu N1, N2, N3 ñeå saûn xuaát ra 3 loaïi saûn

phaåm  SP1, SP2, SP3. Bieát lôïi nhuaän cuûa moãi ñôn vò saûn phaåm, soá löôïng nguyeân

lieäu hieän coù; ñònh möùc tieâu hao caùc loaïi nguyeân lieäu vaø löôïng saûn phaåm laøm ra trong

moät giôø ñöôïc cho trong baûng sau:
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Ñònh möùc tieâu hao nguyeân lieäu trong 1 giôøNguyeân
lieäu

Soá löôïng
nguyeân lieäu
hieän coù (ñv) SP1 SP2 SP3

N1 300 3 2 4
N2 400 2 4 1
N3 500 4 3 5

Saûn löôïng (saûn phaåm/giôø) 9 10 8
Lôïi nhuaän(ñoàng/1 saûn phaåm) 4000 3500 4500

Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc baøi toaùn tìm keá  hoaïch saûn xuaát sao cho lôïi nhuaän cao
nhaát vaø giaûi baøi toaùn .
Baøi 7 Moät nhaø maùy chuyeân saûn xuaát hai loaïi saûn phaåm S1 , S2 vaø caùc saûn phaåm naøy
ñöôïc gia coâng laàn löôït trong hai phaân xöôûng A1 vaø A2. Thôøi gian ( ñôn vò tính : giôø )
caàn söû duïng cho vieäc saûn xuaát ra moãi ñôn vò saûn phaåm trong caùc phaân xöôûng ñöôïc
cho trong baûng sau :

Giaû söû caùc saûn phaåm saûn xuaát ra ñeàu coù theå baùn heát vôùi lôïi nhuaän laø 110 USD ñoái
vôùi moãi saûn phaåm S1 vaø 150 USD ñoái vôùi moãi saûn phaåm S2. Hoûi moãi tuaàn phaûi saûn
xuaát bao nhieâu saûn phaåm S1 vaø bao nhieâu saûn phaåm S2 ñeå nhaø maùy coù lôïi nhuaän lôùn
nhaát?

Baøi 8 Moät coâng ty söû duïng 3 loaïi nguyeân lieäu N1, N2, N3 ñeå saûn xuaát ra 1 loaïi saûn
phaåm theo 2 coâng ngheä khaùc nhau laø CN1, CN2. Bieát löôïng nguyeân lieäu moãi loaïi
hieän coù, ñònh möùc tieâu hao caùc loaïi nguyeân lieäu, chi phí saûn xuaát,  löôïng saûn phaåm
laøm ra trong moät giôø ñöôïc cho trong baûng sau:

Ñònh möùc tieâu hao nguyeân lieäu
trong 1 giôø

Nguyeân
lieäu

Soá löôïng
nguyeân lieäu
hieän coù (ñv) CN1 CN2

N1 2500 40 35
N2 3000 25 30
N3 4000 45 40

Saûn löôïng (saûn phaåm/giôø) 110 90
     Chi phí (USD/giôø) 180 160

Haõy tìm keá  hoaïch saûn xuaát sao cho giaù thaønh saûn phaåm laø thaáp nhaát.

Phaân xöôûng
Saûn phaåm

A1 A2

S1 12 18
S2 15 10

Thôøi gian ñöôïc söû duïng toái ña
trong 1 tuaàn

140 120
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Baøi toaùn thöïc teá

Chöông 2

BAØI TOAÙN QUY HOAÏCH TUYEÁN TÍNH ÑOÁI NGAÃU

                                                           (2)

                                                                       (1)

Neáu (P) ñôn giaûn hôn (D) thì ta giaûi theo höôùng (1); coøn neáu (D) ñôn giaûn hôn (P)
thì giaûi theo höôùng (2). Töùc laø, trong hai baøi toaùn (P) vaø (D), ta xem baøi toaùn naøo
ñôn giaûn hôn thì giaûi baøi toaùn ñoù tröôùc roài suy ra keát quaû baøi toaùn coøn laïi.

Laäp moâ hình toaùn
hoïc ta ñöôïc baøi
toaùn QHTT (P)

Ñöa baøi toaùn (P) veà
baøi toaùn daïng chính
taéc Daïng chuaån

Giaûi baøi toaùn daïng
chuaån baèng phöông

phaùp ñôn hình

Suy ra keát quaû baøi
toaùn (P)

Suy ra keát quaû baøi
toaùn thöïc teá

Neáu (P)
chæ coù 2
aån thì
coù theå

giaûi (P)
baèng

phöông
phaùp
hình
hoïc

Laäp baøi
toaùn ñoái

ngaãu
(D)

Giaûi baøi
toaùn ñoái
ngaãu (D)
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Chöông 2

BAØI TOAÙN QUY HOAÏCH TUYEÁN TÍNH ÑOÁI NGAÃU

Trong chöông naøy, baïn seõ hoïc:

 Ñònh nghóa vaø qui taéc thaønh laäp baøi toaùn ñoái ngaãu.

 Lieân heä giöõa baøi toaùn goác vaø baøi toaùn ñoái ngaãu.(caùc ñònh lyù ñoái ngaãu)

 Caùch tìm nghieäm cuûa baøi toaùn goác khi bieát nghieäm baøi toaùn ñoái
ngaãu vaø ngöôïc laïi. ( ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu)

1. Ñònh nghóa vaø quy taéc thaønh laäp baøi toaùn baøi toaùn ñoái ngaãu

Baøi toaùn ñoái ngaãu ( Dual problem) cuûa baøi toaùn quy hoaïch tuyeán tính goác
(primal  problem) ñöôïc ñònh nghóa vaø thaønh laäp theo quy taéc (Baûng 2.1) nhö sau:
 Neáu baøi toaùn beân traùi cuûa baûng laø baøi toaùn goác thì baøi toaùn beân phaûi laø baøi toaùn

ñoái ngaãu töông öùng.
 Neáu baøi toaùn beân phaûi cuûa baûng laø baøi toaùn goác thì baøi toaùn beân traùi laø baøi toaùn

ñoái ngaãu töông öùng.
Baûng 2.1

Baøi toaùn P (D) Baøi toaùn D  (P)

f(x) = 


n

1j
jjxc  max                   (1) g(y) = 



m

1i
ii yb  min                 (1’)

Raøng buoäc thöù  i: 


n

1j
jijxa





















i

i

i

b
b
b

 (2) Aån thöù  i : iy


















yùtuøy
0
0

                   (3’)

Aån thöù  j : xj



















yùtuøy
0
0

                     (3) Raøng buoäc thöù j: 


m

1i
iijya





















j

j

j

c
c
c

  (2’)

Caùc caëp raøng buoäc  (2) vaø (3’),  (3) vaø (2’) goïi laø caùc caëp raøng buoäc ñoái ngaãu
cuûa nhau.
 Nhaän xeùt:

 Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu chính laø baøi toaùn goác.

 Moãi haøng cuûa ma traän A =  
nmija


cuûa baøi toaùn goác xaùc ñònh moät raøng buoäc

trong baøi toaùn goác. Coøn moãi coät  cuûa A xaùc ñònh moät raøng buoäc cuûa baøi toaùn
ñoái ngaãu.

Ví duï 1  Cho baøi toaùn  goác ( P) :
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(1)  f(x) =  6x1 + 4x2 + 5x3 + 3x4  max

(2)












12xx2xx2
10x3x2x2x
15xxx2x3

4321

4321

4321

(3)  x1  0 , x2  0 , x3  0,  x4 tuøy yù
Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng cuûa baøi toaùn treân.

Giaûi
Vì baøi toaùn goác (P) coù haøm muïc tieâu max neân noù töông öùng vôùi baøi ôû coät traùi cuûa
baûng 2.1 . Do ñoù , baøi toaùn ñoái ngaãu (D) seõ öùng vôùi coät phaûi cuûa baûng :

(3) g(y) = 15y1 + 10 y2 +12y3 min

(4)
















)yùtuøyxvì(3yy3y
)0xvì(52y2yy
)0xvì(4yy2y2
)0xvì(6y2yy3

4321

3321

2321

1321

(5)  y1  0, y2 tuøy yù, y3  0 (vì caùc raøng buoäc cuûa (P) töông öùng laø , =, )
Ví duï 2  Cho baøi toaùn  goác ( P) :

(1)  f(x) =  8x1 + 9x2 + 6x3 + 8x4  min

(2)












48xx3xx2
60x3xx2x
54x2x2xx2

4321

4321

4321

(3)  x1  0 , x2  0 , x3  0,  x4 tuøy yù
Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng cuûa baøi toaùn treân.

Giaûi
Vì baøi toaùn goác (P) coù haøm muïc tieâu  min neân noù töông öùng vôùi baøi ôû coät phaûi
cuûa baûng 2.1 . Do ñoù , baøi toaùn ñoái ngaãu (D) seõ öùng vôùi coät traùi cuûa baûng :

(1) g(y) = 54y1 + 60 y2 +48y3 max

(2)
















8yy3y2
63yy2y
9yy2y
8y2yy2

321

321

321

321

(3)  y1   0, y2 tuøy yù, y3  0

2. Caùc ñònh lyù ñoái ngaãu

2.1. Ñònhlyù 1 ( veà söï toàn taïi nghieäm)

Ñoái vôùi caëp baøi toaùn ñoái ngaãu nhau (P) vaø (D) chæ coù theå xaûy ra moät vaø chæ moät
trong ba tröøong hôïp sau ñaây:

i) Caû hai baøi toaùn ñeàu khoâng coù phöông aùn.
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ii) Caû hai baøi toaùn ñeàu coù phöông aùn. Khi ñoù caû hai cuøng coù phöông aùn toái öu vaø
giaù trò haøm muïc tieâu ñoái vôùi PATÖ cuûa chuùng baèng nhau.

iii) Moät trong hai baøi toaùn coù phöông aùn, baøi toaùn coøn laïi khoâng coù phöông aùn.
Khi ñoù baøi toaùn coù phöông aùn seõ khoâng coù PATÖ vaø haøm muïc tieâu cuûa noù
khoâng bò chaën trong mieàn phöông aùn.

 Heä quaû 1: Neáu moät trong hai baøi toaùn coù PATÖ thì baøi toaùn kia cuõng coù PATÖ
vaø giaù trò toái öu cuûa chuùng baèng nhau.

 Heä quaû 2:   Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå hai phöông aùn x0 cuûa (P)  vaø y0 cuûa (D)
toái öu laø:   f(x0) = g(y0) (2.1)

2.2. Ñònh lyù 2 (ñoä leäch buø yeáu)

Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå phöông aùn x0 cuûa (P) vaø y0 cuûa (D) toái öu laø:











































m,1i;0bxay

n,1j;0cyax

i

n

1j

0
jij

0
i

m

1i
j

0
iij

0
j

(2.2)

3. Caùch tìm nghieäm toái öu cuûa baøi toaùn naøy khi bieát nghieäm toái öu cuûa
baøi toaùn kia.
 Caùch 1: Döïa vaøo (2.1) vaø (2.2) ta coù theå tìm nghieäm toái öu baøi toaùn naøy khi

bieát nghieäm toái öu cuûa baøi toaùn kia.

 Caùch 2: Chæ aùp duïng khi chuùng ta ñaõ giaûi moät trong hai baøi toaùn baèng caùch
laäp baûng ñôn hình.

 Tröôøng hôïp ñaõ laäp baûng ñôn hình giaûi baøi toaùn goác (P): Khi ñoù, phöông aùn
cô baûn toái öu cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu  yo = )y,...,y,(y o

m
o
2

o
1  ñöôïc tính theo coâng

thöùc

jj
o
i cΔy   ; i = 1, 2, …, m

trong ñoù xj laø aån cô baûn thöù i trong baûng ñôn hình ñaàu tieân, j laø heä soá öôùc
löôïng cuûa xj trong baûng ñôn hình öùng vôùi phöông aùn toái öu (baûng ñôn hình
cuoái cuøng), cj  laø heä soá cuûa aån xj trong haøm muïc tieâu baøi toaùn (P).

 Tröôøng hôïp ñaõ laäp baûng ñôn hình giaûi baøi toaùn ñoái ngaãu (D): Khi ñoù,
phöông aùn cô baûn toái öu cuûa baøi toaùn goác xo = )x,...,x,(x o

n
o
2

o
1  ñöôïc tính theo

coâng thöùc

ii
o
j Δx b  ; j = 1, 2, …, n
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trong ñoù yi laø aån cô baûn thöù j trong baûng ñôn hình ñaàu tieân, i laø heä soá öôùc
löôïng cuûa yi trong baûng ñôn hình öùng vôùi phöông aùn toái öu (baûng ñôn hình
cuoái cuøng), bi  laø heä soá cuûa aån yi trong haøm muïc tieâu baøi toaùn (D).

Ví duï 3  Cho baøi toaùn (P):

(1) f(x) = x1 + 3x2 + 3x3 min

(2)
















2xx
1x4
4xx2x3
2x2x

31

3

321

21

(3) xj  0, j = 1, 2, 3
a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D)

b) Bieát baøi toaùn ñoái ngaãu (D) coù PATÖ yo= (1, 0, 3/4, 0), gmax = 4
11 . Haõy tìm PATÖ

cuûa baøi toaùn goác (P).

Giaûi

a) Baøi toaùn ñoái ngaãu.
(1)  g(y) = 2y1 + 4y2 + y3 + 2y4 max

(2)












3yy4y
3yy2
1yy3y

432

21

421

(3) yi  0, i = 4,1
b) Goïi xo= (x1, x2, x3) laø PATÖ baøi toaùn (P). Theo ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu, ta coù:

 
 
 
 
 
 
 
























0304/3.40x
0301.2x
0100.31x
02xx0
01x44/3
04xxx30
02x2x1

3

2

1

31

3

321

21














4
1x
0x
2x

3

2

1

  , fmin = 4
11

Ví duï 4  Cho baøi toaùn goác (P):

(1) f(x) = x1 + x2 + x3 + x4 + x5 min.

(2)












8xxx5x2
3xxxx5
1xxx3

5321

4321

321

(3) xj  0,  5,1j 
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a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D).

b) Bieát phöông aùn toái öu cuûa P laø xo = (0, 1, 0, 2, 3), fmin = f(xo) = 6. Haõy tìm
PATÖ baøi toaùn ñoái ngaãu.

Giaûi

a) Baøi toaùn goác coù haøm muïc tieâu f min neân noù öùng vôùi coät phaûi cuûa baûng (2.1).
Ta suy ra ñöôïc baøi toaùn ñoái ngaãu (D).

(1)  g(y) = y1 + 3y2 + 8y3 min.

(2)




















1y
1y
1yyy
1y5yy
1y2y5y3

3

2

321

321

321

(3)  y1, y2, y3 tuøy yù.

b) Goïi yo = ( oy1 , oy2 , oy3 ) laø PATÖ baøi toaùn (D). Do ox2 = 1, ox4 = 2, ox5 =3 neân theo
(2.1), ta coù:


























1
1
5

0)1(3
0)1(2
0)15(1

3

2

1

3

2

321

o

o

o

o

o

ooo

y
y
y

y
y

yyy

Vaäy PATÖ cuûa D laø yo= (-5, 1, 1), gmax = 6.

Ví duï 5  Cho baøi toaùn (P):

(1) f(x) = 10x1 + 8x2 + 19x3 min

(2)












5x5x2x
2x2x3
6xxx2

321

31

321

(3) xj  0, j = 3,1

a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D)

b) Giaûi moät trong hai baøi toaùn roài suy ra keát quaû baøi toaùn coøn laïi.
Giaûi

a) Baøi toaùn ñoái ngaãu (D)

(1) g(y) = 6y1 + 2y2 + 5y3 max

(2)












19y5y2y
8y2y

10yy3y2

321

31

321
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(3) yi  0, i = 3,1

b) Neáu giaûi baøi toaùn (P) ta phaûi theâm vaøo 3 aån phuï vaø 3 aån giaû. Neáu giaûi baøi toaùn
(D) ta chæ caàn theâm vaøo 3 aån phuï neân seõ ñôn giaûn hôn giaûi (P). Nhö vaäy, ta choïn
giaûi baøi toaùn (D) tröôùc.

Ñöa (D) veà daïng chuaån ta ñöôïc baøi toaùn ( D ).

(1) g(y) = 6y1 + 2y2 + 5y3 + 0y4 + 0y5 + 0y6 max

(2)












19yy5y2y
8yy2y

10yyy3y2

6321

531

4321

(3) yi  0 , i = 6,1

Laäp baûng ñôn hình ñeå giaûi ta ñöôïc

6 2 5 0 0 0Heä
soá

Heä
ABC

PACB
y1 y2 y3 y4 y5 y6

i

0

0

0

y4

y5

y6

10

8

19

2

1

1

3

0

2

1

2

5

1

0

0

0

1

0

0

0

1

5

8

19

Baûng 1 g(y) = 0 -6 -2 -5 0 0 0

6

0

0

y1

y5

y6

5

3

14

1

0

0

3/2

-3/2

1/2

1/2

3/2

9/2

1/2

-1/2

-1/2

0

1

0

0

0

1

10

2

28/9

Baûng 2 g(y) =30 0 7 -2 3 0 0

6

5

0

y1

y3

y6

4

2

5

1

0

0

2

-1

5

0

1

0

2/3

-1/3

1

-1/3

2/3

-3

0

0

1

Baûng 3 g(y) = 34 0 5 0 7/3 4/3 0

Ta thaáy i  0, i = 6,1  neân ( D ) coù PATÖ laø (4, 0, 2, 0, 0, 5), gmax =34. Suy ra baøi
toaùn (D) coù PATÖ laø yo= (4, 0, 2), gmax = 34.

Theo ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu, neáu  xo = (x1, x2, x3) laø PATÖ cuûa (P) thì ta coù:
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 
 
 












0192.50.24x
05x5x2x2
06xxx24

3

321

321

















0x
3

4x
3

7x

3

2

1

Vaäy PATÖ cuûa baøi toaùn (P) laø xo = ( 3
4;3

7 ;0) , fmin = 34.

Caùch khaùc: Trong baûng ñôn hình ñaàu tieân, aån cô baûn thöù 1, 2, 3 laàn löôït laø y4, y5, y6

vaø trong baûng ñôn hình cuoái cuøng caùc öôùc löôïng töông öùng laø

0,
3
4,

3
7

654  (caùc heä soá trong haøm muïc tieâu b4 = 0, b5 = 0, b6 = 0). Suy ra

x1 = 3
70

3
7

 , x2 = 3
40

3
4

 , x3 = 0+ 0 = 0. Vaäy phöông aùn toái öu baøi toaùn goác (P)

laø xo = ( 3
4;3

7 ;0) , fmin = 34.

Ví duï 6   Cho baøi toaùn qui hoïach tuyeán tính (P):
                     (1)  f(x) = 4x1 + 3x2 + 4x3 min

                     (2)












9xx2x3
7x2x2x
8x4x3x2

321

321

321

                     (3)  x1  0 , x2  0 , x3  0.
 Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng. Giaûi baøi moät trong hai baøi toaùn vaø suy ra keát
quaû baøi toaùn coøn laïi.

Giaûi

Baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng:

(1)  g(y) = 8y1 + 7y2 + 9y3 max

                      (2)












4yy2y4
3y2y2y3

4y3yy2

321

321

321

(3) y1  0 , y2  0 , y3  0

Neáu giaûi baøi toaùn (P) ta phaûi theâm vaøo 3 aån phuï vaø 3 aån giaû. Neáu giaûi baøi toaùn (D)
ta chæ caàn theâm vaøo 3 aån phuï neân seõ ñôn giaûn hôn giaûi (P). Nhö vaäy, ta choïn giaûi
baøi toaùn (D) tröôùc. Ñöa baøi toaùn (D) veà daïng chính taéc ( D ) :

(1)  g(y) = 8y1 + 7y2 + 9y3 + 0(y4 +y5 +y6) max

(2)












4yyy2y4
3yy2y2y3
4yy3yy2

6321

5321

4321

(3) yi  0 ,  i = 6,1
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Baøi toaùn ( D ) ñaõ coù daïng chuaån neân ta ñöa soá lieäu vaøo baûng ñôn hình ñeå giaûi.

8 7 9 0 0 0Heä soá Heä
ACB

PACB
y1 y2 y3 y4 y5 y6

i

2 1 3 1 0 0 4/3
3 2 2 0 1 0 3/2

0
0
0

y4

y5

y6

4
3
4 4 2 1 0 0 1 2

Baûng 1 g(y) = 0 -8 -7 -9 0 0 0

4/3 2/3 1/3 1 1/3 0 0 4
1/3 5/3 4/3 0 -2/3 1 0 1/5

9
0
0

y3

y5

y6 8/3 10/3 5/3 0 -1/3 0 1 4/5
Baûng 2 g(y) = 12 -2 -4 0 3 0 0

9 -1/4 0 1 1/2 -1/4 0
7 5/4 1 0 -1/2 3/4 0
0

y3

y2

y6

5/4
1/4
9/4 5/4 0 0 1/2 -5/4 1

Baûng 3 g(y) = 13 3 0 0 1 3 0

j  0 ,  j = 6,1  neân PA ñang coù toái öu vaø ymax = (0;1/4;5/4;0;0;9/4) , gmax = 13.
Vaäy PATÖ cuûa baøi toaùn (D) laø ymax =(y1,y2,y3) = (0;1/4;5/4) vaø gmax = 13.

 Tìm nghieäm baøi toaùn goác:

 

 

 



















04
4
5

4
1.20.4x

09xx2x3
4
5

07x2x2x
4
1

3

321

321














0x
3x
1x

3

2

1

Vaäy PATÖ cuûa baøi toaùn (P) laø xmin =(x1,x2,x3) = (1;3;0) vaø fmin = 13.

Caùch khaùc: Trong baûng ñôn hình ñaàu tieân, aån cô baûn thöù 1, 2, 3 laàn löôït laø y4, y5, y6

vaø trong baûng ñôn hình cuoái cuøng caùc öôùc löôïng töông öùng laø
0,3,1 654  (caùc heä soá trong haøm muïc tieâu b4 = 0, b5 = 0, b6 = 0). Suy ra x1

= 101  , x2 = 303  , x3 = 0+ 0 = 0. Vaäy phöông aùn toái öu baøi toaùn goác (P) laø
xmin =(x1,x2,x3) = (1;3;0) vaø fmin = 13.

Ví duï 7 Cho baøi toaùn (P)
(1) f(x) = 3x1 + 3x2 + x3 min

(2)












74
14232
95

321

321

321

xxx
xxx
xxx

(3) xj  0 , j = 3,1
a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng cuûa (P).
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b) Trong hai baøi toaùn, xeùt xem baøi toaùn naøo ñôn giaûn hôn thì giaûi baøi toaùn ñoù roài
suy ra keát quaû baøi toaùn coøn laïi.

Giaûi
a) Baøi toaùn ñoái ngaãu töông öùng (D):

(1) max7149)( 321  yyyyg

(2)












12
3435
32

321

321

321

yyy
yyy
yyy

 (3) ,01 y 2y tuøy yù, 3y tuøy yù

b) Trong hai baøi toaùn thì baøi toaùn goác ñôn giaûn hôn vì: Ñeå giaûi baøi toaùn goác chuùng
ta chæ caàn ñöa vaøo moät aån phuï vaø hai aân giaû; ñeå giaûi baøi toaùn ñoái ngaãu chuùng ta
phaûi ñoåi daáu moät aån aâm, ñoåi bieán hai aån tuøy yù thaønh 4 aån vaø ñöa vaøo 3 aån phuï.

Ñöa baøi toaùn goác veà daïng chuaån )( MP
(1) )(xfM = 3x1 + 3x2 + x3 + 0x4 )( 65 xxM   min    (vôùi M  laø soá döông lôùn

tuøy yù)

(2)












74
14232
95

6321

5321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

(3) xj  0 , j = 6,1
Laäp baûng ñôn hình (coù theå khoâng caàn laäp coät ), 65 xx

3 3 1 0 M MHeä soá Heä aån
cô baûn

PACB
x1 x2 x3 x4 x5 x6 i

0 x4 9 1 5 1 1 0 0 9
M x5 14 2 -3 2 0 1 0 7
M x6 7 1 4 1 0 0 1 7(min)

Baûng 1 fM(x) = 21M 3M-3 M-3 3M-1 0 0 0
x4 2 0 1 0 1 0 -1
x5 0 0 -11 0 0 1 -2

0
M
1 x3 7 1 4 1 0 0 1

Baûng 2 fM (x) = 7 -2 -11M+1 0 0 0 1-3M

Trong baûng 2, vì M laø soá döông lôùn neân j  0  j = 6,1 .  PACB hieän coù cuûa baøi
toaùn )( MP laø (x1, x2, x3, x4, x5, x6) =   (0, 0, 7, 2, 0, 0) toái öu. Trong heä aån cô baûn chæ
coøn aån giaû x5 nhöng x5 = 0 neân baøi toaùn (P) coù PATÖ  laø (x1, x2, x3) = (0,0,7) vaø
minf  = 7.
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Theo ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu ta coù:












0)77050(
0)97050(
0)12(7

3

1

321

y
y

yyy













ty
ty

y

21

0

3

2

1

 t .

Phöông aùn toái öu baøi toaùn ñoái ngaãu )(D laø:  tttyyy ),21,,0(),,( 321  ; 7max g

Ví duï 8 Cho baøi toaùn (P)

(1) f(x) = 7x1+14x2+18x3 max

(2)












31034
122
322

321

321

321

xxx
xxx
xxx

(3) 1x  tuøy yù, 2x  tuøy yù, 03 x

a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng cuûa (P).
b) Trong hai baøi toaùn, xeùt xem baøi toaùn naøo ñôn

giaûn hôn thì giaûi baøi toaùn ñoù roài suy ra keát
quaû baøi toaùn coøn laïi.

Giaûi

a) Baøi toaùn ñoái ngaãu töông öùng (D):

(1) min313)( 321  yyyyg

(2)












181022
14322
74

321

321

321

yyy
yyy
yyy

 (3) ,01 y 02 y , 03 y

b) Trong hai baøi toaùn thì baøi toaùn ñoái ngaãu ñôn giaûn hôn vì: Ñeå giaûi baøi toaùn ñoái

ngaãu chuùng ta chæ caàn ñöa vaøo moät aån phuï vaø hai aân giaû; ñeå giaûi baøi toaùn goác

chuùng ta phaûi ñoåi daáu moät aån aâm, ñoåi bieán hai aån tuøy yù thaønh 4 aån vaø ñöa vaøo 3 aån

phuï.

Ñöa baøi toaùn ñoái ngaãu (D) veà daïng chuaån )( MD

(1) )(ygM = 3y1 + y2 + 3y3 + 0y4 )( 65 yyM   min    (vôùi M  laø soá döông lôùn
tuøy yù)

(2) (2)












181022
14322
74

4321

5321

6321

yyyy
yyyy
yyyy

(3) yj  0 , j = 6,1

Laäp baûng ñôn hình (coù theå khoâng caàn laäp coät ), 65 yy
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3 1 3 0 M MHeä soá Heä aån

cô baûn

PACB

y1 y2 y3 y4 y5 y6
i

M y6 7 1 1 4 0 0 1 7

M y5 14 2 2 -3 0 1 0 7

0 y4 18 2 2 10 1 0 0 9

Baûng 1 gM(y) = 21M 3M-3 3M-1 M-3 0 0 0

y2 7 1 1 4 0 0 1

y5 0 0 0 -11 0 1 -2

1

M

0 y4 4 0 0 2 1 0 -2

Baûng 2 gM (y) = 7 -2 0 -11M+1 0 0 -3M+1

Trong baûng 2, vì M laø soá döông lôùn neân j  0  j = 6,1 . PACB hieän coù cuûa baøi
toaùn )( MD laø  (y1, y2, y3, y4, y5, y6) =    (0, 7, 0, 4, 0, 0) toái öu. Trong heä aån cô baûn
chæ coøn aån giaû y5 nhöng      y5 = 0 neân baøi toaùn (D) coù PATÖ  laø (y1, y2, y3) = (0,7,0)
vaø ming  = 7.

Theo ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu ta coù:













0)180107202(

0)122(7

3

321

x

xxx













0

21

3

2

1

x
tx
tx
 vôùi moïi t 

Phöông aùn toái öu baøi toaùn goác )(P laø:  tttxxx ),0,,21(),,( 321  ; 7max f

Ví duï 9 Cho baøi toaùn (P)
(1) 4321 23361412)( xxxxxf   max

(2)
















25923
42
5
2342

4321

4321

2

431

xxxx
xxxx

x
xxx

(3) 01 x , 2x tuøy yù, 03 x , 04 x
a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng cuûa (P).
b) Trong hai baøi toaùn, xeùt xem baøi toaùn naøo ñôn giaûn hôn thì giaûi baøi toaùn ñoù

roài suy ra keát quaû baøi toaùn coøn laïi.

Giaûi

a) Baøi toaùn ñoái ngaãu töông öùng cuûa (P) laø (D):
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(1) min2452)( 4321  yyyyyg

(2)
















23523
3694
142
1232

431

431

432

431

yyy
yyy
yyy
yyy

 (3) ,01 y 02 y , 03 y , 04 y

b) Trong hai baøi toaùn thì baøi toaùn ñoái ngaãu ñôn giaûn hôn vì: Ñeå giaûi baøi toaùn ñoái
ngaãu chuùng ta chæ caàn ñöa vaøo ba aån phuï vaø moät aån giaû; ñeå giaûi baøi toaùn goác chuùng
ta phaûi ñoåi daáu hai aån aâm, ñoåi bieán moät aån tuøy yù thaønh 2 aån vaø ñöa vaøo 4 aån phuï vaø
2 aån giaû. Ñöa baøi toaùn ñoái ngaãu (D) veà daïng chuaån )( MD :

(1') min0002452)( 87654321  MyyyyyyyyygM (vôùi M  laø

soá döông lôùn tuøy yù)

(2')
















23523
3694
142
1232

7431

6431

432

85431

yyyy
yyyy

yyy
yyyyy

(3') yj  0 , j = 8,1

Laäp baûng ñôn hình (coù theå khoâng caàn laäp coät )8y

2 -5 -4 2 0 0 0 MHeä
soá

Heä
ACB

PA

CB y1 y2 y3 y4 y5 y6 7y 8y i

M 8y 12 2 0 1 -3 -1 0 0 1 6
-5 2y 14 0 1 1 2 0 0 0 0 -
0 6y 36 4 0 1 -9 0 1 0 0 9
0 7y 23 3 0 2 -5 0 0 1 0

3
23

Baûng
1

gM(y) = 12M-70 2M-2 0 M-1 -3M-12 -M 0 0 0

2 1y 6 1 0
2
1

2
3


2
1
 0 0

2
1

-5 2y 14 0 1 1 2 0 0 0 0
0 6y 12 0 0 -1 -3 2 1 0 -2
0 7y 5 0 0

2
1

2
1


2
3 0 1

2
3


Baûng
2

gM(y) = -58 0 0 0 -15 -1 0 0 1-M

Trong baûng 2, vì M laø soá döông lôùn neân j  0  j = 8,1 . PACB hieän coù cuûa baøi
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toaùn )( MD laø   (y1, y2, y3, y4, y5, y6, 7y , 8y ) =    (6, 14, 0, 0, 0, 12,5,0) toái öu. Vì aån
giaû 8y = 0 neân baøi toaùn (D) coù PATÖ  laø (y1, y2, y3, y4) = (6, 14, 0, 0) vaø ming  = -58.

Theo ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu ta coù:



















0)2363(
0)3664(
0)5(14

0)2342(6

4

3

2

431

x
x
x

xxx



















0
0
5
1

4

3

2

1

x
x
x
x

Phöông aùn toái öu baøi toaùn goác )(P laø: )0,0,5,1(),,,( 4321 xxxx  ; 58max f

Baøi  taäp

Baøi 2.1   Cho baøi toaùn goác (P):
(1) f(x) = 2x1 + 4x2 + x3 + x4 max

(2)












3xx4x
3x2x5
1xxx3x

432

42

4321

(3) xj  0 (j = 4,1 )

a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) cuûa baøi toaùn (P).

b) Giaûi baøi toaùn goác (P) vaø suy ra keát quaû veà baøi toaùn ñoái ngaãu (D).

Baøi 2.2  Cho baøi toaùn goác (P):

(1) f(x) = 12x1 + 15x2 + 20x3 min

(2)












3x2x2x
3x2xx
2xxx

321

321

321

(3) x1  0, x2  0, x3 0
a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) cuûa baøi toaùn (P).
b) Giaûi baøi toaùn ñoái ngaãu vaø suy ra keát quaû baøi toaùn goác.

Baøi 2.3  Cho baøi toaùn goác (P):
(1)  f(x) = 27x1 + 50x2 + 18x3 max

(2)












2xx2x
4xxx2
2xx2x

321

321

321

(3)  x1, x2 tuøy yù, x3  0

a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng cuûa (P).

b) Trong hai baøi toaùn, xeùt xem baøi toaùn naøo ñôn giaûn hôn thì giaûi baøi toaùn ñoù
roài suy ra keát quaû baøi toaùn coøn laïi.
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Baøi 2.4  Cho baøi toaùn goác (P):

(1) f(x) = - 2x1 + x2 + x4 min

(2)












18xxx2
27xxxx
15xxx

321

4321

321

(3) xj  0 (j = 4,1 )

a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng cuûa (P).

b) Trong hai baøi toaùn, xeùt xem baøi toaùn naøo ñôn giaûn hôn thì giaûi baøi toaùn ñoù
roài suy ra keát quaû baøi toaùn coøn laïi.

Baøi 2.5  Cho baøi toaùn ñoái ngaãu (D):

(1) f(x) = 2y1 + 3y2 + 3y3 max

(2)












20y2y2y
15y2yy
12yyy

321

321

321

(3) yi  0 (i = 3,1 )

a) Laäp baøi toaùn goác (P) töông öùng cuûa (D).

b) Trong hai baøi toaùn, xeùt xem baøi toaùn naøo ñôn giaûn hôn thì giaûi baøi toaùn ñoù
roài suy ra keát quaû baøi toaùn coøn laïi.

Baøi 2.6 Cho baøi toaùn goác (P):    (1)   f(x) = 3x1 + 4x2 + 2x3 max

(2)












20x2xx2
15x2xx
12xxx

321

321

321

(3)   x1  0, x2  0, x3  0

a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng cuûa (P).

b) Trong hai baøi toaùn, xeùt xem baøi toaùn naøo ñôn giaûn hôn thì giaûi baøi toaùn ñoù
roài suy ra keát quaû baøi toaùn coøn laïi.

Baøi 2.7  Cho baøi toaùn quy hoaïch tuyeán tính sau :

f(x)  = 3x1  +  2x2  +  x3   Min
                               2x1  +    x2  +  3x3   10

                      x1  +  4x2  +  4x3   8
                                3x1  +    2x2  +  6x3   12
                                 xj   0  ( j = 1...3 )

a). Giaûi baøi toaùn treân.
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b). Vieát baøi toaùn ñoái ngaãu . Tìm PATÖ cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu.

c). baøi toaùn ñaõ cho coù PATÖ duy nhaát khoâng ?

Baøi 2.8  Cho baøi toaùn quy hoach tuyeán tính sau ñaây :

                  f(x)  =  x1  +  x2   +  3x3   +  2x4  max
                               x1  + 2x2  +   x3   +  2x4   10

2x1 +  x2   +  3x3  +  4x4   =  9
                                x1  + 2x2  + 2x3  +  x4   8
                             xj   0 ( j = 1, 2, 3, 4 )

a)  Giaûi baøi toaùn treân.

b) Tìm phöông aùn toái öu khaùc (neáu coù).

c)  Vieát baøi toaùn ñoái ngaãu vaø tìm phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu.
Baøi 2.9   Cho baøi toaùn QHTT sau :

              f(x)  =  x1 -  2x2  +  x3  max

                          x1 -  2x2  +  x3   4

                                  2x2  +  3x3  =  9

                          x1 -    x2  +  x3   3

                              xj  0  ( j = 1, 2, 3, 4 )

a) Giaûi baøi toaùn treân .

b) Vieát baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn treân vaø giaûi baøi toaùn ñoái ngaãu .

Baøi 2.10 Moät xí nghhieäp saûn xuaát 3 loaïi saûn phaåm A, B, C vôùi caùc soá lieäu nhö sau :

Loaïi saûn phaåm A B C

Giaù baùn (1.000 ñ/ñv )

Chi phí saûnxuaát (1.000 ñ/ñv )

Thôøi gian hoaøn taát SP (giôø /ñv)

32

20

1

50

30

2

58

40

3
Bieát raèng xí nghieäp hieän coù soá voán duøng cho saûn xuaát laø 3 trieäu ñoàng, quyõ thôøi
gian saûn xuaát laø 180 giôø vaø theo caùc hôïp ñoàng ñaõ kyù keát vôùi khaùch haøng, yeâu
caàu saûn phaåm A phaûi coù löôïng saûn xuaát ít nhaát laø 100ñv. Giaû söû moïi saûn phaåm
saûn xuaát ra ñeàu tieâu thuï ñöôïc heát.
a) Tìm keá hoaïch saûn xuaát cho toång lôïi nhuaän lôùn nhaát.
b) Tìm phöông aùn toái öu khaùc cuûa baøi toaùn (neáu coù).
c) Vieát baøi toaùn ñoái ngaãu vaø tìm phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu.

Baøi 2.11  (3 ñieåm) Cho baøi toaùn goác (P):
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(1)   f(x) = x1 -2x2 + 2x3 min

 (2)












232
5
1244

321

321

321

xxx
xxx
xxx

(3)   x1  0, x2  0, x3  0

a) Laäp baøi toaùn ñoái ngaãu (D) töông öùng cuûa (P).

b) Giaûi moät trong hai baøi toaùn roài suy ra keát quaû baøi toaùn coøn laïi.

Caâu hoûi traéc nghieäm
( choïn moät trong 4 caâu: A, B, C,D)

Caâu 1 Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

A) Neáu baøi toaùn ñoái ngaãu coù haøm muïc tieâu max thì baøi toaùn goác coù haøm muïc
tieâu min.

B) Neáu baøi toaùn ñoái ngaãu coù haøm muïc tieâu min thì baøi toaùn goác coù haøm muïc
tieâu max.

C) Vôùi moãi caëp raøng buoäc ñoái ngaãu, neáu raøng buoäc naøy laø ñaúng thöùc thì raøng
buoäc kia tuøy yù.

D) Neáu baøi toaùn goác coù daïng chính taéc thì baøi toaùn ñoái ngaãu cuõng coù daïng chính
taéc.

Caâu 2 Cho (P) vaø (D) laø hai baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa nhau. Khaúng ñònh naøo sau ñaây
sai?

A) Neáu (P) khoâng coù PATÖ thì (D) khoâng coù PATÖ.

B) Neáu (D) khoâng coù PATÖ thì (P) khoâng coù PATÖ.

C) Neáu (D) khoâng coù phöông aùn thì  (P) khoâng coù phöông aùn.

D) Neáu (P) coù phöông aùn toái öu thì (D) coù PATÖ.

Caâu 3 Cho (P) vaø (D) laø hai baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa nhau. Khaúng ñònh naøo sau ñaây
sai?

A) Neáu caû hai baøi toaùn coù phöông aùn thì chuùng cuøng coù PATÖ.

B) Neáu caû hai baøi toaùn coù PATÖ  thì giaù trò haøm muïc tieâu ñoái vôùi PATÖ cuûa
chuùng baèng nhau.

C) Neáu moät trong hai baøi toaùn ñoái ngaãu nhau coù phöông aùn toái öu thì baøi toaùn
coøn laïi cuõng coù phöông aùn toái öu.

D) Neáu (P) khoâng coù phöông aùn thì (D) khoâng coù phöông aùn.
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Caâu 4 Cho (P) coù haøm muïc tieâu f(x) vaø (D) coù haøm muïc tieâu g(y) laø hai baøi toaùn
ñoái ngaãu cuûa nhau . Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

A) Neáu hai phöông aùn x0 cuûa  (P)  vaø y0 cuûa (D) toái öu thì   f(x0) = g(y0).

B) Neáu hai phöông aùn x0 cuûa  (P)  vaø y0 cuûa (D) thoûa  f(x0) = g(y0) thì chuùng laø
phöông aùn toái öu.

C) Caû A vaø B ñeàu ñuùng.

D) Caû A vaø B ñeàu sai.

Caâu 5 Cho (P) vaø (D) laø hai baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa nhau. Khaúng ñònh naøo sau ñaây
sai?

A) Neáu (P) coù phöông aùn vaø haøm muïc tieâu khoâng bò chaën thì (D) khoâng coù
phöông aùn.

B) Neáu (D) coù phöông aùn vaø haøm muïc tieâu khoâng bò chaën thì (P) khoâng coù
phöông aùn.

C) Neáu (D) coù phöông aùn thì (P) cuõng  coù phöông aùn.

D) Baøi toaùn (P) coù PATÖ khi vaø chæ khi (D) coù PATÖ.

Baûng 2.2

Baøi toaùn P                Baøi toaùn D

f(x) = 


n

1j
jjxc  min                   (1) g(y) = 



m

1i
ii yb  max                 (1’)

Raøng buoäc thöù  i: 


n

1j
jijxa





















i

i

i

b
b
b

 (2) Aån thöù  i : iy


















y
0
0

tuy
                   (3’)

Aån thöù  j : xj



















yùtuøy
0
0

                     (3) Raøng buoäc thöù j: 


m

1i
iijya





















j

j

j

c
c
c

  (2’)
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BAØI TOAÙN QUY HOAÏCH TUYEÁN TÍNH COÙ THAM SOÁ

Trong thöïc teá, do coù moät soá ñieàu kieän kinh teá vaø kyõ thuaät khoâng xaùc ñònh neân moâ
hình baøi toaùn töông öùng laø baøi toaùn quy hoaïch tuyeán tính maø caùc heä soá coù chöùa
tham soá. Ñeå giaûi baøi toaùn naøy, chuùng ta xem tham soá laø caùc soá khoâng ñoåi roài laäp
baûng ñôn hình giaûi bình thöôøng. Tieáp theo, trong caùc baûng ñôn hình laäp ñöôïc,
chuùng ta tìm caùc khoaûng bieán thieân cuûa tham soá  ñeå phöông aùn cô baûn coù ñöôïc laø
phöông aùn toái öu hoaëc baøi toaùn khoâng coù phöông aùn toái öu. Baèng caùch ñoù, chuùng
ta seõ giaûi ñöôïc baøi toaùn.

Giaûi caùc baøi toaùn quy hoaïch  tuyeán tính coù tham soá t sau ñaây.

Baøi 1

(1) f(x) = 10x1 +3x2 -2x3 +tx4 +2x5 +4x6 max

(2)












1843664
322
22

65431

65431

65321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

(3)  xj  0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6

Baøi 2

(1) f(x) = tx1 +12x2 +(4-t)x3 +10x4  min

(2)












2422
20232
4032

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

(3) xj  0, j = 1, 2, 3, 4

Baøi 3

(1) f(x) = 2x1 +tx2 +(3-t)x3  max

(2)












1522
932
1232

321

321

4321

xxx
xxx

xxxx

(3) xj  0, j = 1, 2, 3, 4
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Chöông 3

BAØI TOAÙN VAÄN TAÛI
Trong chöông naøy, baïn seõ hoïc:

 Baøi toaùn vaän taûi caân baèng thu phaùt.

 Caùch tìm phöông aùn cöïc bieân ban ñaàu.

 Thuaät toaùn “quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn”.

 Thuaät toaùn theá vò.

 Baøi toaùn vaän taûi coù haøm muïc tieâu cöïc ñaïi.

 Baøi toaùn vaän taûi khoâng caân baèng thu phaùt.

 Baøi toaùn vaän taûi coù oâ caám.

Nhieàu baøi toaùn trong thöïc teá coù daïng baøi toaùn vaän taûi haøm muïc tieâu cöïc ñaïi hay baøi toaùn coù

oâ caám. Do ñoù, caùc baïn sinh vieân caàn naém vöõng caùc baøi toaùn naøy vaø thuaät toaùn giaûi noù ñeå coù

theå öùng duïng vaøo thöïc teá toát hôn.

Thuaät  toaùn “quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn” vaø “thuaät toaùn theá vò”  coù ñoä phöùc taïp tính toaùn

töông ñöông nhau.  Cô sôû toaùn hoïc cuûa thuaät  toaùn “thuaät toaùn theá vò” phöùc taïp hôn cô sôû

toaùn hoïc cuûa thuaät toaùn “quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn”.
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§1. BAØI TOAÙN VAÄN TAÛI CAÂN BAÈNG THU PHAÙT

1.1-Noäi dung vaø moâ hình toaùn hoïc baøi toaùn vaän taûi.
 Noäi dung baøi toaùn:   Giaû söû

Coù m  nôi laø A1, A2,…,Am cung caáp moät loaïi haøng hoùa naøo ñoù vôùi khoái löôïng töông
öùng laø a1, a2,…, am. (giaû söû ñôn vò laø taán ).

Cuøng luùc ñoù coù n nôi laø B1, B2,…, Bn tieâu thuï loaïi haøng ñoù vôùi khoái löôïng yeâu caàu
töông öùng laø b1, b2,…, bn (taán).

Ta goïi Ai laø ñieåm phaùt haøng thöù  i  mii ,  vaø Bj laø ñieåm thu haøng thöù j  nj ,1 .

Chi phí chuyeân chôû moät taán haøng töø Ai ñeán Bj laø cij ñoàng. Ma traän  
nmij

cC


  goïi

laø ma traän cöôùc phí.

Neáu toång löôïng haøng caàn phaùt ñi ôû caùc ñieåm phaùt baèng toång löôïng haøng thu veà ôû caùc
ñieåm thu    ji ba  thì baøi toaùn goïi laø baøi toaùn vaän taûi caân baèng thu phaùt. Ngöôïc
laïi ta goïi laø baøi toaùn khoâng caân baèng thu phaùt.

Trong baøi §1 naøy, ñeå cho ñôn giaûn ta chæ xeùt baøi toaùn caân baèng thu phaùt. Baøi toaùn
khoâng caân baèng thu phaùt seõ xeùt ôû caùc muïc sau.

Haõy laäp keá hoaïch vaän chuyeån haøng töø moãi ñieåm phaùt ñeán moãi ñieåm thu bao nhieâu
haøng ñeå:

- Caùc ñieåm phaùt ñeàu phaùt heát haøng.
- Caùc ñieåm thu ñeàu nhaän ñuû haøng yeâu caàu.

- Toång cöôùc phí phaûi traû laø ít nhaát.

 Phaân tích baøi toaùn:  Ñaët xij laø soá taán haøng chuyeån töø Ai ñeán Bj.

 Löôïng haøng vaän chuyeån töø moãi ñieåm phaùt ñeán moãi ñieåm thu khoâng
aâm :  njmixij ,1,,10 

 Toång löôïng haøng phaùt ñi töø Ai ñeán taát caû caùc Bj laø:





n

j
ijinijii xxxxx

1
21 ......

      Vì caùc ñieåm phaùt phaûi phaùt heát haøng neân ta coù : 


n

j
ijx

1
= ai  mi ,1

 Toång löôïng haøng thu veà Bj töø taát caû caùc Ai laø:





m

i
ijmjijjj xxxxx

1
21 ......

      Vì caùc ñieåm thu phaûi thu ñuû  haøng neân ta coù : 


n

j
ijx

1
= bj  nj ,1
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 Toång cöôùc phí phaûi traû: 
 

m

1i

n

1j
ijijxc .  Toång naøy caøng nhoû caøng toát.

Töø caùc phaân tích treân, ta coù moâ hình baøi toaùn:

(1) f(x) =
 

m

1i

n

1j
ijijxc  min

(2)
 

 




















m

1i
jij

n

1j
iij

n,1jbx

m,1iax

(3)  njmixij ,1;,10 

Moät ma traän  
nmij

xX


  thoûa (2) vaø(3) goïi laø moät phöông aùn cuûa baøi toaùn vaän

taûi. Moät phöông aùn thoûa maõn (1), töùc laø toán cöôùc phí nhoû nhaát so vôùi moïi phöông
aùn, goïi laø phöông aùn toái öu.

1.2. Ñaët baøi toaùn döôùi daïng baûng

1.2.1- Nhaän xeùt:  Baøi toaùn vaän taûi laø baøi toaùn QHTT neân coù theå giaûi nhö ôû chöông
1. Nhöng khi ñoù soá aån khaù lôùn (mn aån chính vaø m + n aån giaû) vaø soá raøng buoäc cuõng
lôùn (m + n raøng buoäc)  neân vieäc giaûi baèng phöông phaùp ñôn hình seõ raát phöùc taïp.
Tuy nhieân, do tính chaát ñaët bieät cuûa baøi toaùn vaän taûi, neân ngöôøi ta ñöa ra moät soá
thuaät toaùn khaùc hieäu quaû hôn.

Tröôùc heát ta trình baøy baøi toaùn döôùi daïng baûng:

     Thu
phaùt

B1

b1

B2

b2
… Bj

bj
… Bn

bn

A1 : a1 c11

        x11

c12

        x12
… c1j

        x1j
… c1n

         x1n

A2 : a2
c21

        x21

c22

        x22
… c2j

         x2j
… c2n

         x2n

 … …

Ai : ai
ci1

         xi1

ci2

         xi2
… cij

          xij
… cin

          xin

… …

Am : am
cm1

        xm1

cm2

        xm2
… cmj

        xmj
… cmn

        xmn

Trong baûng:
 Moããi haøng ñaët tröng cho moät ñieåm phaùt.
 Moãi coät ñaët tröng cho moät ñieåm thu.
 Moãi oâ ñaët tröng cho moät tuyeán ñöôøng töø moät ñieåm phaùt ñeán moät ñieåm thu. OÂ

naèm treân haøng i, coät j  ñaëc tröng cho tuyeán ñöôøng töø Ai ñeán Bj goïi laø oâ (i, j).
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1.2.3- Ñònh nghóa:   Moät daõy caùc oâ cuûa baûng maø 2â oâ lieân tieáp cuûa daõy (vaø khoâng quaù
2 oâ) luoân naèm treân cuøng moät haøng hoaëc cuøng moät coät goïi laø daây chuyeàn. Moät daây
chuyeàn kheùp kín goïi laø moät voøng.

Ví duï 1  Trong baûng 1 vaø baûng 2 caùc oâ coù ñaùnh daáu “x” laäp thaønh  daây chuyeàn. Ta thaáy hai
oâ lieân tieáp  tính theo caùc chæ soá ñaùnh ôû döôùi ñaây luoân  naèm treân cuøng haøng hoaëc cuøng
moät coät.

                            Baûng 1                                                Baûng 2

Coøn trong baûng 3 vaø baûng 4 caùc oâ coù ñaùnh daáu “x” laäp thaønh  voøng.
Baûng 3                                         Baûng 4

1.2.4- Ñònh nghóa:

Trong moät phöông aùn naøo ñoù,  nhöõng oâ öùng vôùi 0ijx  ñöôïc goïi laø oâ choïn. Nhöõng oâ

coøn laïi ñöôïc goïi laø oâ loaïi. OÂ choïn ñaëc tröng cho tuyeán ñöôøng ta coù vaän taûi haøng ñi
qua. Coøn oâ loaïi ñaëc tröng cho tuyeán ñöôøng ta khoâng coù vaän taûi haøng ñi qua.

1.2.5- Ñònh nghóa:  Moät phöông aùn maø caùc oâ choïn khoâng taïo thaønh voøng goïi laø
phöông aùn cô baûn cuûa baøi toaùn vaän taûi. Moät PACB coù ñuùng  m + n –1  oâ choïn goïi laø
khoâng suy bieán,  neáu coù ít hôn  m + n –1  oâ choïn thì goïi laø suy bieán .

1.3.Tính chaát cuûa baøi toaùn vaän taûi.

1.3.1. Tính chaát 1:  Baøi toaùn vaän taûi caân baèng thu phaùt luoân coù phöông aùn toái öu.

Chöùng minh

Do baøi toaùn caân baèng thu phaùt neân 



n

1j
j

m

1i
i aa . Ñaët




 m

1i
i

ji
ij

a

ba
x , thì 0x ij  vaø ta coù :

x x
x x

x
x x

x x

x x
x x

x x
x x

x x

x x

x x
x x
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


n

1j
ijx = 



n

1j
m

1i
i

ji

a

ba
= ai



n

1j
m

1i
i

j

a

b
= ai








m

1i
i

n

1j
j

a

b
 = ai  ; 



m

1i
ijx =



m

1i
m

1i
i

ji

a

ba
= bj








m

1i
i

m

1i
i

a

a
= bj

Vaäy baøi toaùn coù phöông aùn.

Ngoaøi ra f(x) =
 

m

1i

n

1j
ijijxc  0,  töùc laø haøm muïc tieâu bò chaën döôùi.

Vaäy baøi toaùn coù phöông aùn vaø haøm muïc tieâu bò chaën döôùi neân coù phöông aùn toái öu.

1.3.2. Tính chaát 2:
Giaû söû ta coù baûng goàm m haøng, n coät vaø E laø moät taäp hôïp goàm m + n –1 oâ cuûa baûng
khoâng chöùa voøng.  Giaû söû (i,j) laø oâ cuûa baûng khoâng thuoäc E. Neáu ta boå sung (i,j) vaøo
E ñeå ñöôïc E1 thì E1 seõ chöùa moâït voøng duy nhaát laø V. Tieáp theo, neáu loaïi khoûi E1

moät oâ tuøy yù thuoäc voøng V ñeå ñöôïc E2 , thì E2 laïi goàm m + n –1 oâ cuûa baûng khoâng
chöùa voøng.

Baûng 5

Ví duï 2   Trong baûng 3 goàm  4 haøng 4 coät coù taäp E goàm  m + n – 1 = 4 + 4 – 1 = 7 oâ
khoâng chöùa voøng coù ñaùnh daáu “x”  vaø oâ (3,2) laø oâ cuûa baûng khoâng thuoäc E. Khi boå
sung (3,2) vaøo E seõ coù voøng duy nhaát ñöôïc ñaùnh daáu trong baûng. Vì laø voøng duy
nhaát,  neân xoùa ñi moät oâ cuûa V thì seõ maát voøng.

Chuù yù:  Trong ñònh nghóa phöông aùn cô baûn khoâng suy bieán, ta ñoøi hoûi soá oâ choïn laø
m+n–1.  Trong tröôøng hôïp suy bieán, ta coù theå boå sung moät soá  oâ loaïi sao cho phöông
aùn cô baûn coù ñuû m + n –1  oâ choïn vaø khoâng chöùa voøng. Caùc oâ loaïi ñöôïc boå sung naøy
goïi laø caùc “oâ choïn 0”.

1.4.Laäp phöông aùn cô baûn ban ñaàu
1.4.1. Phöông phaùp cöïc tieåu cöôùc phí:  YÙ töôûng phöông phaùp naøy laø öu tieân phaân phoái
nhieàu nhaát vaøo caùc oâ coù cöôùc phí nhoû nhaát.
Giaû söû trong ma traän  

nmij
cC


 , crs laø nhoû nhaát trong caùc cij. Khi ñoù, ta phaân phoái toái ña

vaøo oâ (r,s), cuï theå:













)3TH(baneáua
)2TH(baneáub
)1TH(baneáua

x

srr

srs

srr

rs

 Trong tröôøng hôïp 1, ñieåm phaùt Ar ñaõ phaùt heát haøng neân coù theå xoùa ñi haøng Ar cuûa
baûng; ôû ñieåm thu Bs  chæ coøn caàn  (bs – ar ) taán haøng.

x x x
x

x (3,2)
x x
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 Trong tröôøng hôïp 2, ñieåm thu Bs ñaõ nhaän ñuû haøng, neân coù theå xoùa ñi coät Bs cuûa baûng
vaø ôû ñieåm phaùt Ar chæ coøn laïi (ar – bs ) taán haøng.

 Trong tröôøng hôïp 3, ñieåm phaùt Ar ñaõ phaùt heát haøng vaø ñieåm thu Bs ñaõ nhaän ñuû haøng
neân coù theå xoùa ñi haøng Ar vaø coät Bs cuûa baûng.

 Trong baûng coøn laïi vôùi soá haøng vaø coät ít hôn, ta laïi tieáp tuïc phaân phoái nhö treân cho ñeán
khi heát haøng.

Caùc oâ choïn tìm ñöôïc seõ khoâng chöùa voøng vaø laø phöông aùn cô baûn. Neáu chöa ñuû m + n – 1 oâ
thì ta boå sung theâm moät soá oâ choïn -0  cho ñuû m + n –1 khoâng taïo thaønh voøng.

Ví duï 3: Tìm phöông aùn cô baûn ban ñaàu cuûa baøi toaùn vaän taûi caân baèng thu phaùt sau.

Thu

Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50

A1 : 70 2 3 1

A2 : 40 5 2 3

A3 : 20 5 2 6

Thöù töï phaân vaøo caùc oâ nhö sau:
 Phaân vaøo oâ  (1,3)  50 taán, xoùa coät B3, ñieåm phaùt A1 chæ coøn 20 taán.
 Phaân vaøo oâ  (1,1)  20 taán, xoùa haøng A1, ñieåm  thu B1 chæ coøn caàn 40 taán.
 Phaân vaøo oâ  (2,2)  20 taán, xoùa coät B2, ñieåm phaùt A2 chæ coøn 20 taán.
 Phaân vaøo  oâ (2,1)  20 taán, xoùa haøng A2, ñieåm thu B1 chæ coøn caàn 20 taán.
 Cuoái cuøng phaân vaøo  oâ (3,1)  20 taán. Ta ñöôïc phöông aùn cô baûn ban ñaàu nhö baûn sau.

Thu

Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50

A1 : 70 2 
20

3 1 
50

A2 : 40 5 
20

2 
20

3

A3 : 20 5 
20

2 6

Toång cöôùc phí laø  f  = 2.20 +1.50 + 5.20 + 2.20 + 5.20 = 330. Kieåm laïi ta coù 5 oâ
choïn, ñuùng baèng m + n – 1 vaø khoâng coù voøng neân laø moät PACB khoâng suy bieán.

1.4.2. Phöông phaùp Folgels:

Phöông phaùp Folgels cho PACB khaù toát, theo nghóa noù khaù gaàn vôùi PATÖ neân ta chæ
caàn moät soá ít böôùc laäp thì ñöôïc PATÖ. Noäi dung phöông phaùp nhö sau:
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 Böôùc 1:  Treân moãi haøng, moãi coät ta tính hieäu soá giöõa hai giaù trò cöôùc phí
nhoû nhaát.

 Böôùc 2:  Choïn haøng hay coät coù coù hieäu soá  tính ôû böôùc 1 lôùn nhaát. Neáu coù
nhieàu haøng hay coät coù hieäu soá baèng nhau thì choïn haøng hay coät chöùa cöôùc
phí nhoû nhaát trong soá ñoù.

 Böôùc 3:  Phaân phoái toái ña vaøo oâ coù cöôùc phí nhoû nhaát treân haøng (coät) ñaõ
choïn roài xoùa haøng (coät) ñoù ( töông töï nhö phöông phaùp cöïc tieåu cöôùc phí).  Vôùi
baûng vaän taûi goïn hôn, ta quay laïi böôùc 1  vaø quaù trình ñöôïc laëp laïi cho ñeán
khi heát haøng.

Ví duï 4: Tìm phöông aùn cô baûn ban ñaàu cuûa baøi toaùn vaän taûi caân baèng thu phaùt trong
ví duï 3 baèng phöông phaùp Folgels.

Tính  hieäu soá  treân moãi haøng, moãi coät ta thaáy hieäu soá lôùn nhaát ôû coät B1 vaø haøng A3.

Thu

Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50
Hieäu soá

A1 : 70 2
           60

3 1 1

A2 : 40 5 2 3 1

A3 : 20 5 2 6 3(max)

Hieäu soá 3(max) 1 2

 Choïn coät B1 vaø phaân phoái toái ña vaøo oâ (1,1) 60 taán haøng, ñieåm  phaùt A1 chæ coøn
caàn 10 taán, xoùa coät B1. Tính laïi hieäu soá ta ñöôïc

Thu

Phaùt

B2

20
B3

50
Hieäu soá

A1 : 10 3 1 2

A2 : 40 2 3 1

A3 : 20 2
           20

6 4(max)

Hieäu soá 1 2

 Choïn haøng A3 vaø phaân phoái toái ña vaøo oâ (3,2)  20 taán haøng, ñieåm thu B2 cuõng ñaõ
nhaän ñuû, neân xoùa haøng A3 vaø coät B2 .
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 Trong baûng chæ coøn laïi moät coät B3 , ta phaân phoái vaøo oâ (1,3) 10 taán, oâ (2,3) 40
taán.

Ta ñöôïc phöông aùn cô baûn ban ñaàu nhö baûn sau.

Thu

Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50

A1 : 70 2 
60

3 1 
10

A2 : 40 5 2 
           0

3 
40

A3 : 20 5 2 
20

6

Toång cöôùc phí laø  f  = 2.60 +1.10 + 3.40 + 2.20 = 290 < 330, toát hôn so vôùi PACB
coù ñöôïc baèng phöông phaùp cöïc tieåu cöôùc phí trong ví duï 3. Kieåm laïi ta coù 4 oâ
choïn, nhoû hôn m + n –1 = 3 + 3 -1= 5 vaø khoâng coù voøng neân PACB naøy suy bieán.
Vaäy coøn thieáu moät oâ, ta boå sung theâm oâ choïn 0, chaúng haïn oâ (2,2).

1.5.Thuaät toaùn “Quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn”.

1.5.1. Ñònh lyù

Neáu ta coäng vaøo haøng i cuûa ma traän cöôùc phí  
nmij

cC


  soá ri tuøy yù  mi ,1  vaø coäng

vaøo coät j soá sj tuøy yù  nj ,1 , ta seõ coù baøi toaùn vaän taûi môùi vôùi ma traän cöôùc phí
 

nmij'c'C


  , vôùi jiijij src'c  , töông ñöông vôùi baøi toaùn ban ñaàu ( nghóa laø

phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn naøy cuõng laø phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn kia vaø
ngöôïc laïi)

Chöùng minh

Giaû söû  f(x) =
 

m

1i

n

1j
ijijxc laø haøm muïc tieâu öùng vôùi ma traän cöôùc phí C =  

nmijc


vaø

f’(x) =
 

m

1i

n

1j
ij

'
ijxc laø haøm muïc tieâu öùng vôùi ma traän cöôùc phí C’ =  

nm
'
ijc


. Ta coù:

f’(x) =
 

m

1i

n

1j
ij

'
ijxc = 

 


m

1i

n

1j
ijjiij x)src( =

 

m

1i

n

1j
ijijxc +



n

1j
ijixr +



m

1i
ijjxs

= f(x) + ri


n

1j
ijx + sj



m

1i
ijx = f(x) + riai+ sjbj.

Vì  riai+ sjbj laø haèng soá neân f(x) min khi vaø chæ khi f’(x) min.
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1.5.2. Ñònh lyù: (tieâu chuaån toái öu)

Giaû söû xo =  
nm

o
ijx


laø moät phöông aùn cô baûn maø taát caû caùc oâ choïn ñeàu coù cöôùc phí

baèng 0. Khi ñoù, neáu taát caû caùc oâ loaïi ñeàu coù cöôùc phí khoâng aâm thì  
nm

o
ijx


laø

phöông aùn toái öu.
Chöùng minh

Vì caùc oâ choïn ñeàu coù cöôùc phí baèng 0 neân f(xo) = 0.  Giaû söû x =  
nmijx


laø moät

phöông aùn baát kyø cuûa baøi toaùn. Khi ñoù f(x) =
 

m

1i

n

1j
ijijxc  0 = f(xo). Vaäy xo =

 
nm

o
ijx


laø phöông aùn toái öu.

1.5.3.  Thuaät toaùn “ Quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn”
 Böôùc 1 : Tìm PACB ban ñaàu ñeå xuaát phaùt.
 Tìm 1  PACB ban ñaàu baèng phöông phaùp cöïc tieåu cöôùc phí hoaëc phöông phaùp

Folgels.
 Neáu PACB ban ñaàu coù ñuû m+n-1 oâ thì thì sang böôùc 2; neáu coù ít hôn n+m-1 oâ

thì boå sung theâm  “ oâ choïn 0” cho ñuû roài sang böôùc 2.

 Böôùc 2 : Quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn.
 Laäp moät heä goàm  m+n-1  phöông trình tuyeán tính

cij + ri + sj = 0   , (i,j) laø oâ choïn   ( heä naøy coù m+n  aån)
 Tìm moät nghieäm cuûa heä treân ta ñöôïc  r1, r2,...., rm ; s1, s2,...., sn roài thay vaøo

baûng ñeå tính laïi cöôùc phí môùi jiijij src'c  .

 Böôùc 3 : Kieåm tra tính toái öu
 Neáu sau khi quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn, maø caùc oâ loaïi ñeàu coù cöôùc phí khoâng

aâm thì phöông aùn ñang xeùt laø toái öu.
 Neáu sau khi quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn maø coù ít nhaát moät oâ loaïi coù cöôùc phí

aâm, thì phöông aùn ñang xeùt khoâng  toái öu. Ta chuyeån sang böôùc 4.

 Böôùc 4 : Xaây döïng phöông aùn môùi toát hôn
 Tìm oâ ñöa vaøo: OÂ ñöa vaøo laø oâ coù cöôùc phí aâm nhoû nhaát trong caùc oâ loaïi; giaû

söû ñoù laø oââ (i*, j*).
 Tìm voøng ñieàu chænh: Boå sung (i*, j*) vaøo m + n – 1 oâ choïn ban ñaàu seõ xuaát

hieän voøng duy nhaát laø V goïi laø voøng ñieàu chænh. (theo tính chaát 2)
 Phaân oâ chaün leû cuûa voøng V :  Ta ñaùnh soá thöù töï caùc oâ cuûa voøng V baét ñaàu töø oâ

(i*, j*), oâ naøy ñöôïc ñaùnh soá 1. Khi ñoù, V ñöôïc phaân hoaïch thaønh hai taäp:
VC laø taäp caùc oâ coù soá thöù töï chaün
VL laø taäp caùc oâ coù soá thöù töï leû

 Tìm oâ ñöa ra  vaø löôïng ñieàu chænh: Neáu  C
ijji

V)j,i/(xminx oo   thì (io,jo) laø oâ

ñöa ra vaø oo ji
x laø löôïng ñieàu chænh. Töùc laø, trong caùc oâ coù soá thöù töï chaün, oâ
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naøo ñaõ phaân ít haøng nhaát laø oâ ñöa ra vaø löôïng haøng ôû oâ ñoù chính laø löôïng ñieàu
chænh.

 Laäp phöông aùn môùi:  
nmij

xX


 ''   , vôùi ij'x  ñöôïc tính nhö sau

 
 
 

















Vji,neáux

Vji,neáuxx

Vji,neáuxx

'x

ij

L
jiij

C
jiij

ij 00

00

  ()

           Luùc naøy,  oâ (i*,j*) trôû thaønh oâ choïn, oâ (io,jo) trôû thaønh oâ loaïi. Quay laïi böôùc 2.
Nhaän xeùt:
 OÂ (io,jo) tröôùc coù 00 ji

x taán vaø laø oâ chaün neân bò tröø ñi 00 jix  taán trôû thaønh oâ loaïi.

 OÂ (i*,j*) tröôùc laø oâ loaïi vaø laø oâ leû (oâ soá 1) neân coäng vaøo 00 jix  taán trôû thaønh oâ

choïn.
 Vì oo ji

x  laø nhoû nhaát trong caùc ijx  neân theo () ta ñöôïc 0' ijx , do ñoù  
nmij'x


laø phöông aùn.
 Moãi haøng hoaëc coät voøng V ñi qua ñeàu coù 1 oâ chaün vaø moät oâ leû neân toång


j

ij
i

ij xx vaø  vaãn khoâng ñoåi.

 Phöông aùn  
nmij

x


'  laø cô baûn vì caùc oâ choïn khoâng taïo thaønh voøng (T/C 2).

 Phöông aùn naøy toát hôn vì ñaõ loaïi ra moät oâ coù cöôùc phí 0 vaø thay vaøo oâ coù
cöôùc phí < 0.

Ví duï 5 Giaûi baøi toaùn vaän taûi caân baèng thu phaùt trong ví duï 4 baèng thuaät toaùn   “qui-
0 cöôùc caùc oâ choïn”.

Giaûi
Böôùc 1   PACB ban ñaàu ñaõ tìm ñöôïc nhö trong ví duï 4.

Thu

Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50

A1 : 70 2 
60

3 1 
10

r1= 0

A2 : 40 5 2 
           0

3 
40

r2 = -2

A3 : 20 5 2 
20

6 r3 = -2

s1=-2 s2 = 0 s3 = -1
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Böôùc 2  Qui 0 cöôùc phí :




















02sr
03sr
02sr
01sr
02sr

23

32

22

31

11

























1s
0s
2s
2r
2r

0r

3

2

1

3

2

1

 ( cho r1 = 0 töø ñoù tính caùc aån coøn laïi)

Tính laïi cöôùc phí caùc oâ loaïi

Thu

Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50

A1 : 70 0 
60

3 0 
10

A2 : 40 1 0 
           0

0 
40

A3 : 20 1 0 
20

3

Böôùc 3   Caùc oâ loaïi ñeàu coù cöôùc phí khoâng aâm neân phöông aùn ñang xeùt laø toái öu.

Thu

Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50

A1 : 70 2
60

3
           0

1
10

A2 : 40 5
          0

2
           0

3
40

A3 : 20 5
           0

2
20

6
            0

Toång cöôùc phí laø   290.

 Nhaän xeùt: Trong böôùc “qui 0 cöôùc phí”, ta coù theå cho moät aån baèng 0 roài döïa vaøo
caùc oâ choïn ñeå tính caùc aån coøn laïi sau cho caùc oâ choïn ñeàu coù cöôùc phí baèng 0.

Ví duï 6  Giaûi baøi toaùn vaän taûi caân baèng thu phaùt sau:

Thu
Phaùt

B1

60
B2

70
B3

40
B4

30
A1 : 100 2 1 4 3

A2 : 80 5 3 2 6

A3 : 20 6 2 1 5
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Giaûi

Böôùc 1 Ta tìm phöông aùn cô baûn ban ñaàu cuûa baøi toaùn baèng phöông phaùp Folgels.

Hieäu soáThu
Phaùt

B1

60
B2

70
B3

40
B4

30 laàn 1 laàn 1 laàn 3

A1 : 100
( 100-60 =40)

2 
60

1 
40

4 3 1 2
(max)

A2 : 80 5 3 
30

2 
20

6 
30

1 1 1

A3 : 20 6 2 1 
20

5 1 1 1
(max)

laàn 1 3 (max) 1 1 2
laàn 2 1 1 2(max)

Hieäu
soá

laàn 3 1 1 1

 Tính caùc hieäu soá haøng coät laàn 1 ta thaáy giaù trò lôùn nhaát ôû coät B1. Phaân phoái toái
ña vaøo oâ (1,1) 60 taán , ñieåm phaùt A1 chæ coøn 40 taán , xoùa coät B1.

 Tính caùc hieäu soá haøng coät laàn 2 ta thaáy giaù trò lôùn nhaát ôû haøng A1 vaø coät B4.
Choïn haøng A1 vaø phaân phoái toái ña vaøo oâ (1,2) 40 taán , ñieåm thu B2 chæ coøn
caàn 30 taán , xoùa haøng A1.

 Tính caùc hieäu soá haøng coät laàn 3 ta thaáy taát caû caùc hieäu soá ñeàu baèng 1. Choïn
haøng A3 vaø phaân phoái toái ña vaøo oâ (3,3) 20 taán , ñieåm thu B3 chæ coøn caàn 20
taán, xoùa haøng A3.

 Coøn laïi 3 oâ ôû haøng A2 ta laàn löôït phaân phoái vaøo oâ (2,3) 20 taán, oâ (2,2) 30 taán,
oâ (2,4) 30 taán. Vaäy ta ñöôïc PACB ban ñaàu nhö trong baûng.

Böôùc 2 Qui 0 cöôùc phí

Thu
Phaùt

B1

60
B2

70
B3

40
B4

30
A1 : 100

( 100-60 =40)
2 

60
1 

40
4 3 r1 = 2

A2 : 80 5 3 
30

2 
20

6 
30

r2 = 0

A3 : 20 6 2 1 
20

5 r3 = 1

  s1 = -4  s2 = -3   s3 = -2    s4 = -6

 Töø haøng 2 cho r2 = 0 tính ñöôïc  s2 = -3, s3 = -2, s4 = -6; s3 = -2 r3 = 1; s2 = -3
 r1 =2 ; r1 =2 s1 = -4.

 Tính laïi cöôùc phí taát caû caùc oâ ta ñöôïc :
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Thu
Phaùt

B1

60
B2

70
B3

40
B4

30
A1 : 100

( 100-60 =40)
0 

60
0 

40
4 -1 

Ñöa vaøo

A2 : 80 1 0 
30

0 
20

0 
Ñöara 30

A3 : 20 3 0 0 
20

0

Böôùc 3  Coøn oâ (1,4) coù cöôùc phí aâm neân PACB hieän coù chöa toái öu.

Böôùc 4  Ñöa oâ (1,4) vaøo ta ñöôïc voøng V = (1,2), (1,4), (2,2), (2,4)

 Phaân oâ chaün leû : VC = (1,2), (2,4), VL = (1,4), (2,2).
 OÂ ñöa ra laø oâ (2,4) vaø löôïng ñieàu chænh laø 30.
 Laäp phöông aùn môùi.

Thu
Phaùt

B1

60
B2

70
B3

40
B4

30
A1 : 100

( 100-60 =40)
0 

60
0 

10
4 -1 

30
r1 = 0

A2 : 80 1 0 
60

0 
20

0
            0

r2 = 0

A3 : 20 3 0 0 
20

0 r3 = 0

  s1 = 0  s2 = 0   s3 = 0    s4 =  1

Böôùc 2 Qui 0 cöôùc phí

Töø haøng 1 cho r1 = 0 tính ñöôïc s1 = 0, s2 = 0, s4 = 1; s2 = 0 r2 = 0; r2 = 0 s3 = 0;
s3 = 0 r3 = 0 ; r3 = 0  s4 = 1.

Thu
Phaùt

B1

60
B2

70
B3

40
B4

30
A1 : 100

( 100-60 =40)
0 

60
0 

10
4 0 

30
r1 = 0

A2 : 80 1 0 
60

0 
20

1
            0

r2 = 0

A3 : 20 3 0 0 
20

1 r3 = 0

  s1 = 0  s2 = 0   s3 = 0    s4 =  1

Taát caû caùc oâ ñeàu coù cöôùc phí khoâng aâm neân PACB hieän coù toái öu. Vaäy PATÖ cuûa
baøi toaùn laø

X =
















02000
020600

3001060
,  fmin = 460
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1.6. THUAÄT TOAÙN THEÁ VÒ

1.6.1 Cô sôû toaùn hoïc cuûa thuaät toaùn.

Thuaät toaùn theá vò ñöôïc xaây döïng döïa treân baøi toaùn ñoái ngaãu vaø ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu . Do
ñoù,  ñeå hieåu ñöôïc cô sôû toaùn hoïc cuûa thuaät toaùn, baïn ñoïc caàn naém vöõng qui taéc thaønh laäp
baøi toaùn ñoái ngaãu vaø ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu.

Xeùt baøi toaùn vaän taûi  (P):

(1) f(x) =
 

m

1i

n

1j
ijijxc  min

(2)
 

 




















m

1i
jij

n

1j
iij

n,1jbx

m,1iax

(3)  njmixij ,1;,10 

Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn naøy laø (D):

(1) g(u,v) =


m

1i
iu + 



n

1j
jv  max

(2)  n,1j,m,1i,cvu ijji 

(3) ui, vj   tuøy yù  n,1j;m,1i 

Caëp raøng buoäc ñoái ngaãu :  xij  0 ui + vj  cij

Theo ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu thì  
nmij

xX


   vaø (U,V) = (ui, vj)  n,1j;m,1i   laø

PATÖ cuûa (P) vaø (D) khi vaø chæ khi
xij(ui + vj - cij) = 0 ,  n,1j;m,1i 

Xeùt baøi toaùn daïng baûng nhö sau:
     Thu
phaùt

B1

b1

B2

b2
… Bj

bj
… Bn

bn

A1 : a1 c11 c12 … c1j … c1n u1

A2 : a2
c21 c22 … c2j … c2n u2

 … …

Ai : ai
ci1 ci2 … cij … cin ui

… …

Am : am
cm1 cm2 … cmj … cmn um

v1 v2 vj vn
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Nhö vaäy, ta caàn tìm heä thoáng caùc theá vò haøng ui, vaø theá vò coät vj sao cho :

 Taïi caùc oâ choïn  maø xij > 0 thì ui + vj - cij = 0
 Taïi caùc oâ coøn laïi ui + vj - cij  0

 Suy ra, daáu hieäu toái öu laø  ui + vj - cij  0  n,1j;m,1i 

Caùch tính ui , vj  ôû ñaây cuõng töông töï nhö caùch tính ri, sj trong thuaät toaùn “ qui 0 cöôùc phí
caùc oâ choïn”. Töùc laø ta coù theå cho moät aån oi

u  hoaëc oj
v  naøo ñoù baèng 0 roài döïa vaøo caùc

oâ choïn coù  xij > 0  ñeå tính caùc aån coøn laïi sao cho ui + vj - cij = 0. Tieáp theo tính

kij
ñaët
  ui + vj - cij cho taát caû caùc oâ coøn laïi roài kieåm tra tính toái öu.

 Neáu kij  0  n,1j;m,1i   thì PACB hieän coù toái öu.

 Neáu toàn taïi oâ (i,j) naøo ñoù thoûa kij > 0 thì PACB hieän coù khoâng toái öu. Choïn oâ coù
kij  döông lôùn nhaát ñeå ñöa vaøo vaø caùc böôùc tieáp theo töông tö nhö thuaät toaùn
thuaät toaùn “qui 0 cöôùc phí caùc oâ choïn”.

1.6.2 Thuaät toaùn theá vò
 Böôùc 1 : Tìm PACB ban ñaàu ñeå xuaát phaùt.
 Tìm 1  PACB ban ñaàu baèng phöông phaùp cöïc tieåu cöôùc phí hoaëc phöông phaùp

Folgels.
 Neáu PACB ban ñaàu coù ñuû m+n-1 oâ thì thì sang böôùc 2; neáu coù ít hôn n+m-1 oâ

thì boå sung theâm  “ oâ choïn 0” cho ñuû roài sang böôùc 2.

 Böôùc 2 : Tìm heä thoáng theá vò haøng, theá vò coät.
 Döïa vaøo caùc oâ choïn coù xij > 0 cho moät aån oi

u  hoaëc oj
v naøo ñoù baèng 0 roài  tính

caùc aån coøn laïi sao cho caùc oâ ñoù ñeàu thoûa ui + vj - cij = 0.

 Tính kij
ñaët
  ui + vj - cij  ôû taát caû caùc oâ coøn laïi.

 Böôùc 3 : Kieåm tra tính toái öu

 Neáu kij  0  n,1j;m,1i   thì PACB hieän coù toái öu.

 Neáu toàn taïi oâ (i,j) naøo ñoù thoûa kij > 0 thì PACB hieän coù khoâng toái öu. Sang böôùc 4.

Böôùc 4 : Xaây döïng phöông aùn môùi toát hôn

Tìm oâ ñöa vaøo: OÂ ñöa vaøo laø oâ coù kij döông lôùn nhaát ; giaû  söû ñoù laø oââ (i*, j*).
 Tìm voøng ñieàu chænh: Boå sung (i*, j*) vaøo m + n – 1 oâ choïn ban ñaàu seõ xuaát

hieän voøng duy nhaát laø V goïi laø voøng ñieàu chænh. (theo tính chaát 2)
 Phaân oâ chaün leû cuûa voøng V :  Ta ñaùnh soá thöù töï caùc oâ cuûa voøng V baét ñaàu töø oâ

(i*, j*), oâ naøy ñöôïc ñaùnh soá 1. Khi ñoù, V ñöôïc phaân hoaïch thaønh hai taäp:
VC laø taäp caùc oâ coù soá thöù töï chaün
VL laø taäp caùc oâ coù soá thöù töï leû

ijc ijk

ijx
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 Tìm oâ ñöa ra  vaø löôïng ñieàu chænh: Neáu  C
ijji

V)j,i/(xminx oo   thì (io,jo) laø oâ

ñöa ra vaø oo ji
x laø löôïng ñieàu chænh. Töùc laø, trong caùc oâ coù soá thöù töï chaün, oâ

naøo ñaõ phaân ít haøng nhaát laø oâ ñöa ra vaø löôïng haøng ôû oâ ñoù chính laø löôïng ñieàu
chænh.

 Laäp phöông aùn môùi:  
nmij

xX


 ''   , vôùi ij'x  ñöôïc tính nhö sau

 
 
 

















Vji,neáux

Vji,neáuxx

Vji,neáuxx

'x

ij

L
jiij

C
jiij

ij 00

00

  ()

           Luùc naøy,  oâ (i*,j*) trôû thaønh oâ choïn, oâ (io,jo) trôû thaønh oâ loaïi. Quay laïi böôùc 2.

Ví duï7   Giaûi baøi toaùn vaän taûi trong ví duï 6 baèng thuaät toaùn theá vò.

Giaûi

Böôùc 1  Phöông aùn cöïc bieân ban ñaàu ñöôïc tìm nhö  trong ví duï 6.

Böôùc 2 Tìm heä thoáng theá vò haøng vaø theá vò coät.

Thu
Phaùt

B1

60
B2

70
B3

40
B4

30
A1 : 100 2 

60
1 

40
4 3 u1= -2

A2 : 80 5 3 
30

2 
20

6 
30

cho
u2 = 0

A3 : 20 6 2 1 
20

5 u3 = -1

  v1 =4  v2 = 3   v3 = 2    v4 = 6
 Töø haøng 2 cho u2 = 0 tính ñöôïc  v2 = 3, v3 = 2, v4 = 6; v3 = 2 u3 = -1; v2 = 3
 u1 = -2 ; u1 = -2 v1 = 4.

 Tính kij  = ui + vj –cij , ghi vaøo goùc treân beân phaûi moãi oâ  ta ñöôïc :

Thu
Phaùt

B1

60
B2

70
B3

40
B4

30
A1 : 100

( 100-60 =40)
2       0

60
1        0

40
4 -4 3       1

Ñöa vaøo
u1= -2

A2 : 80 5 -1 3        0
30

2       0
20

6     0
Ñöa ra 30

u2 = 0

A3 : 20 6 -3 2              0 1      0
20

5           0 u3 = -1

  v1 =4  v2 = 3   v3 = 2    v4 = 6

Böôùc 3  Coøn oâ (1,4) coù k14 = 1 > 0 neân PACB hieän coù chöa toái öu.

Böôùc 4  Ñöa oâ (1,4) vaøo ta ñöôïc voøng V = (1,2), (1,4), (2,2), (2,4)
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 Phaân oâ chaün leû : VC = (1,2), (2,4), VL = (1,4), (2,2).
 OÂ ñöa ra laø oâ (2,4) vaø löôïng ñieàu chænh laø 30.
 Laäp phöông aùn môùi.

Thu
Phaùt

B1

60
B2

70
B3

40
B4

30
A1 : 100 2 

60
1 

10
4 3 

30
cho
u1 = 0

A2 : 80 5 3 
60

2 
20

6
            0

u2 = 2

A3 : 20 6 2 1 
20

5 u3 = 1

  v1 = 2  v2 = 1   v3 = 0    v4 = 3

Böôùc 2 Tìm heä thoáng theá vò haøng vaø theá vò coät.

Töø haøng 1 cho u1 = 0 tính ñöôïc v1 = 0, v2 = 1, v4 = 3; v2 = 1 u2 = 2; u2 = 2 v3 =
0; v3 = 0 u3 = 1 . Tính kij  = ui + vj –cij , ghi vaøo goùc treân beân phaûi moãi oâ  ta ñöôïc

Thu
Phaùt

B1

60
B2

70
B3

40
B4

30
A1 : 100

( 100-60 =40)
2       0

60
1       0

10
4 3        0

30
u1 = 0

A2 : 80 5 -1 3        0
60

2       0
20

6 -1
 0

u2 = 2

A3 : 20 6 -3 2             0 1        0
20

5 -1 u3 = 1

  v1 = 2  v2 = 1   v3 = 0    v4 = 3

Taát caû caùc oâ ñeàu coù kij  0 neân PACB hieän coù toái öu. Vaäy PATÖ cuûa baøi toaùn laø

X =
















02000
020600

3001060

Ví du ï8  Giaûi baøi toaùn vaän taûicaân baèng thu phaùt sau:

Thu

Phaùt

B1

80
B2

20
B3

60

A1 : 50 5 4 1

A2 : 40 3 2 6

A3 : 70 7 9 11
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Giaûi

Böôùc 1 Ta tìm phöông aùn cô baûn ban ñaàu cuûa baøi toaùn baèng phöông phaùp Folgels.

Hieäu soáThu

Phaùt

B1

80
B2

20
B3

60
(60-50=10)

laàn 1 laàn 2 Laàn 3

A1 : 50 5 4 1
50

3

A2 : 40 (40-20=20)

(20-10=10)
3

10
2

20
6

10
1 1 3

A3 : 70 7
70

9 11 2 2 4

laàn 1 2 2 5(max)

laàn 2 4 7(max) 5

Hieäu
soá

laàn 2 4 5(max)

 Tính caùc hieäu soá haøng coät laàn 1 ta thaáy giaù trò lôùn nhaát ôû coät B3. Phaân phoái toái
ña vaøo oâ (1,3) 50 taán , ñieåm thu B3 chæ coøn caàn 10 taán, xoùa haøng A1 .

 Tính caùc hieäu soá haøng coät laàn 2 ta thaáy giaù trò lôùn nhaát ôû coät B2. Phaân phoái toái
ña vaøo oâ (2,2) 20 taán ,  ñieåm phaùt A2 chæ coøn  20 taán, xoùa coät B2 .

 Tính caùc hieäu soá haøng coät laàn 3 ta thaáy giaù trò lôùn nhaát ôû coät B3. Phaân phoái toái
ña vaøo oâ (2,3) 10 taán ,  ñieåm phaùt A2 chæ coøn  10 taán, xoùa coät B3 .

 Ñeán ñaây chæ coøn hai oâ ôû coät 1, ta phaân phoái vaøo oâ (2,1) 10 taán vaø oâ (3,1) 70
taán.  Vaäy ta coù PACB ban ñaàu .

Böôùc 2 Qui 0 cöôùc phí :

Töø haøng 2 cho r2 = 0 suy ra s1 = -3, s2 = -2, s3 = -6; s3 = -6 r1 = 5; s1 = -3 r3 =-4

Thu

Phaùt

B1

80
B2

20
B3

60

A1 : 50 5 4 1 
50

r1= 5

A2 : 40 3 
10

2 
20

6 
10

cho r2= 0

A3 : 70 7 
70

9 11 r3 =-4

s1 = -3 s2 = -2 s3 =-6

Tính laïi cöôùc phí taát caû caùc oâ ta ñöôïc
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Thu

Phaùt

B1

80
B2

20
B3

60

A1 : 50 7 7 0 
50

A2 : 40 0 
10

0 
20

0 
10

A3 : 70 0 
70

3 1

Taát caû caùc oâ ñeàu coù cöôùc phí khoâng aâm neân PACB hieän coù toái öu. Vaäy PATÖ cuûa
baøi toaùn laø

X =
















0070
102010
5000

Nhaän xeùt

 i) Veà maët cô sôû toaùn hoïc thì thuaät toaùn “qui 0 cöôùc phí” deã hieåu hôn thuaät toaùn

theá vò. Ñoái vôùi thuaät toaùn theá vò, caàn naém vöõng lyù thuyeát ñoái ngaãu thì môùi coù

theå hieåu ñöôïc cô sôû toaùn hoïc cuûa thuaät toaùn.

 ii) Veà möùc ñoä phöùc taïp trong tính toaùn thì hai thuaät toaùn naøy nhö nhau. Vai troø

cuûa caùc ri vaø sj töông töï nhö caùc ui vaø vj. Tuy nhieân, trong moãi voøng tính toaùn

cuûa thuaät toaùn, thì thuaät toaùn “qui  0 cöôùc phí”  phaûi laäp nhieàu hôn thuaät toaùn

theá vò 1 baûng.
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§ 2 .CAÙC DAÏNG KHAÙC CUÛA BAØI TOAÙN VAÄN TAÛI

2.1. Baøi toaùn vaän taûi coù haøm muïc tieâu cöïc ñaïi.

2.1.1 Noäi dung baøi toaùn:

(1) f(x) = 
m

i

n

j
ijijxc  max

(2)

























)n,1j(bx

)m,1i(ax

m

1i
jij

n

1j
iij

(3)  xij  0  i,j.

Coù nhieàu baøi toaùn trong thöïc teá khoâng phaûi laø baøi toaùn vaän taûi nhöng coù daïng gioáng
nhö baøi toaùn vaän taûi, chæ khaùc laø haøm muïc tieâu cöïc ñaïi. Baøi toaùn naøy ñöôïc giaûi bình
thöôøng nhö caùc baøi toaùn vaän taûi  f(x) min vôùi moät soá löu yù sau :

 Khi tìm PACB ban ñaàu thì öu tieân phaân phoái vaøo oâ coù cöôùc phí lôùn nhaát (cöïc
ñaïi cöôùc phí ).

 Sau khi “qui 0  cöôùc phí caùc oâ  choïn” thì phöông aùn cô baûn ñang coù toái öu neáu
taát caû caùc oâ loaïi ñeàu coù cöôùc phí ñeàu  0.

 Khi tìm oâ ñöa vaøo thì choïn oâ coù cöôùc phí döông lôùn nhaát .

2.1.2. Thuaät toaùn “ quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn” giaûi baøi toaùn vaän taûi haøm muïc
tieâu cöïc ñaïi:

 Böôùc 1 : Tìm PACB ban ñaàu ñeå xuaát phaùt baèng phöông phaùp cöïc ñaïi cöôùc phí. YÙ
töôûng phöông phaùp naøy laø öu tieân phaân phoái nhieàu nhaát vaøo caùc oâ coù cöôùc phí
lôùn nhaát.

Giaû söû trong ma traän  
nmij

cC


 , crs laø lôùn nhaát trong caùc cij. Khi ñoù, ta phaân phoái toái

ña vaøo oâ (r,s), cuï theå:













)3TH(baneáua
)2TH(baneáub
)1TH(baneáua

x

srr

srs

srr

rs

 Trong tröôøng hôïp 1, ñieåm phaùt Ar ñaõ phaùt heát haøng neân coù theå xoùa ñi haøng Ar

cuûa baûng; ôû ñieåm thu Bs  chæ coøn caàn  (bs – ar ) taán haøng.
 Trong tröôøng hôïp 2, ñieåm thu Bs ñaõ nhaän ñuû haøng, neân coù theå xoùa ñi coät Bs cuûa

baûng vaø ôû ñieåm phaùt Ar chæ coøn laïi (ar – bs ) taán haøng.
 Trong tröôøng hôïp 3, ñieåm phaùt Ar ñaõ phaùt heát haøng vaø ñieåm thu Bs ñaõ nhaän ñuû

haøng neân coù theå xoùa ñi haøng Ar vaø coät Bs cuûa baûng.
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 Trong baûng coøn laïi vôùi soá haøng vaø coät ít hôn, ta laïi tieáp tuïc phaân phoái nhö treân
cho ñeán khi heát haøng.

 Neáu PACB ban ñaàu coù ñuû m+n-1 oâ thì thì sang böôùc 2; neáu coù ít hôn n+m-1 oâ
thì boå sung theâm  “ oâ choïn 0” cho ñuû m + n –1 khoâng taïo thaønh voøng roài sang
böôùc 2.

 Böôùc 2 : Quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn.
 Laäp moät heä goàm  m+n-1  phöông trình tuyeán tính

cij + ri + sj = 0   , (i,j) laø oâ choïn   ( heä naøy coù m+n  aån)
 Tìm moät nghieäm cuûa heä treân ta ñöôïc  r1, r2,...., rm ; s1, s2,...., sn roài thay vaøo baûng

ñeå tính laïi cöôùc phí môùi jiijij src'c  .

 Böôùc 3 : Kieåm tra tính toái öu
 Neáu sau khi quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn, maø caùc oâ loaïi ñeàu coù cöôùc phí khoâng

döông thì phöông aùn ñang xeùt laø toái öu.
 Neáu sau khi quy 0 cöôùc phí caùc oâ choïn maø coù ít nhaát moät oâ loaïi coù cöôùc phí

döông, thì phöông aùn ñang xeùt khoâng  toái öu. Ta chuyeån sang böôùc 4.

 Böôùc 4 : Xaây döïng phöông aùn môùi toát hôn
 Tìm oâ ñöa vaøo: OÂ ñöa vaøo laø oâ coù cöôùc phí döông lôùn nhaát trong caùc oâ loaïi; giaû

söû ñoù laø oââ (i*, j*).
 Tìm voøng ñieàu chænh: Boå sung (i*, j*) vaøo m + n – 1 oâ choïn ban ñaàu seõ xuaát hieän

voøng duy nhaát laø V goïi laø voøng ñieàu chænh. (theo tính chaát 2)
 Phaân oâ chaün leû cuûa voøng V :  Ta ñaùnh soá thöù töï caùc oâ cuûa voøng V baét ñaàu töø oâ

(i*, j*), oâ naøy ñöôïc ñaùnh soá 1. Khi ñoù, V ñöôïc phaân hoaïch thaønh hai taäp:
VC laø taäp caùc oâ coù soá thöù töï chaün
VL laø taäp caùc oâ coù soá thöù töï leû

 Tìm oâ ñöa ra  vaø löôïng ñieàu chænh: Neáu  C
ijji

V)j,i/(xminx oo   thì (io,jo) laø oâ

ñöa ra vaø oo ji
x laø löôïng ñieàu chænh. Töùc laø, trong caùc oâ coù soá thöù töï chaün, oâ naøo

ñaõ phaân ít haøng nhaát laø oâ ñöa ra vaø löôïng haøng ôû oâ ñoù chính laø löôïng ñieàu chænh.
 Laäp phöông aùn môùi:  

nmij
xX


 ''   , vôùi ij'x  ñöôïc tính nhö sau

 
 
 

















Vji,neáux

Vji,neáuxx

Vji,neáuxx

'x

ij

L
jiij

C
jiij

ij 00

00

  ()

           Luùc naøy,  oâ (i*,j*) trôû thaønh oâ choïn, oâ (io,jo) trôû thaønh oâ loaïi. Quay laïi böôùc 2.

Ví duï 1     Moät xí nghieäp coù 200 coâng nhaân goàm : 50 loaïi A1 , 70 loaïi A2, 80 loaïi A3.

Xí nghieäp laïi coù 200 maùy goàm : 40 loaïi B1, 60 loaïi B2, 30 loaïi B3, 70 loaïi B4 .Khi
saûn xuaát moãi coâng nhaân söû duïng moät  maùy ñeå taïo ra cuøng moät loaïi saûn phaåm. Naêng
suaát cuûa moãi  loaïi coâng nhaân khi söû duïng moãi loaïi maùy ñöôïc cho trong baûng 1 (saûn
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phaåm/ giôø ). Hoûi  phaûi phaân coâng lao ñoäng nhö theá naøo ñeå trong 1 giôø taïo ra ñöôïc
nhieàu saûn phaåm  nhaát?

            Maùy
C. nhaân

B1

40
B2

60
B3

30
B4

70
A1: 50 8 5 5 3

A2: 70 6 9 8 7

A3: 80 4 6 6 5

Baûng 1
Goïi xij laø soá coâng nhaân loaïi Ai ñöôïc phaân coâng söû duïng maùy Bj (i = 3,1 , j = 4,1 ).
Ta coù moâ hình toaùn hoïc :
(1) f(x) = 8x11+5x12+5x13+3x14+6x21+9x22+8x23+7x24+4x31+6x32+6x33+5x34 max

(2)

























70xxx
30xxx
60xxx
40xxx
80xxxx
70xxxx
50xxxx

342414

332313

322212

312111

34333231

24232221

14131211

(3)  xij  0     i = 3,1  ,  j = 4,1   vaø xij nguyeân

Baøi toaùn naøy coù daïng baøi toaùn vaän taûi vôùi haøm muïc tieâu cöïc ñaïi vôùi baûng vaän taûi laø
baûng 1.(baïn coù theå giaûi baøi toaùn naøy baèng kieán thöùc coù ñöôïc ôû chöông 1 vaø chöông 2 keát hôïp vieäc
söû duïng caùc phaàn meàm maùy tính)

Böôùc 1    Tìm PACB ban ñaàu baèng phöông phaùp “cöïc ñaïi cöôùc phí”.

 Phaân vaøo oâ (2,2) 60 taán , ñieåm phaùt A2 chæ coøn 10 taán, xoùa coät B2.

 Phaân vaøo oâ (1,1) 40 taán , ñieåm phaùt A1 chæ coøn 10 taán, xoùa coät B1.

 Phaân vaøo oâ (2,3) 10 taán , ñieåm thu B3 chæ coøn caàn 20 taán, xoùa haøng A2.

 Phaân vaøo oâ (3,3) 20 taán , ñieåm phaùt A3 chæ coøn 60 taán, xoùa coät B3.

 Phaân vaøo oâ (3,4) 60 taán , oâ (1,3) 10 taán.

Ta ñöôïc PACB ban ñaàu coù ñuû m + n –1 =3+4-1 = 6  oâ choïn trong baûng sau :
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           Maùy
C. nhaân

B1

40
B2

60
B3

30
B4

70
A1: 50 8 

                40
5 5 3 

                10
cho
r1 = 0

A2: 70 6 9 
               60

8 
               10

7 r2 = -4

A3 = 80 4 6 6 
               20

5 
               60

r3 = -2

s1 = -8 s2 = -5 s3 = -4 s4 = -3

Böôùc 2  Qui 0 cöôùc phí caùc oâ choïn : Cho r1 = 0  tính ra ñöôïc s1=-8 ,s4 =-3; s4 =-3
r3 = -2 ; r3 = -2 s3 = -4  ; s3 = -4 r2 =-4 ; r2 = -4 s2 =-5.

Tính laïi cöôùc phí caùc oâ theo coâng thöùc c’
ij = ri +sj +cij ta ñöôïc .

         Maùy
C. nhaân

B1

40
B2

60
B3

30
B4

70

A1: 50
0 
              40

0 1 
Ñöa vaøo

0 
              10

A2: 70 -6 0 
              60

0 
10

0

A3 = 80 -6 -1 0 
            20

0 
              60

Böôùc 3    Kieåm tra tính toái öu:
Coøn oâ (1,3) coù cöôùc phí döông neân PACB hieän coù chöa toái öu.

Böôùc 4    Xaây döïng phöông aùn môùi toát hôn .
 Ñöa vaøo oâ (1,3) ta ñöôïc voøng   V = )3,3(),4,3(),4,1(),3,1(
 Phaân oâ chaün leû : VC =  )3,3(),4,1( , VL =  )4,3(),3,1(
 OÂ ñöa ra laø oâ (1,4) , löôïng ñieàu chænh laø x14 = 10.
 Caùc oâ (1,3) ,(3,4) coäng theâm 10 taán; caùc oâ (1,4) ,(3,3) tính bôùt 10 taán. Ta ñöôïc

phöông aùn môùi :
         Maùy
C. nhaân

B1

40
B2

60
B3

30
B4

70
A1: 50 0 

              40
0 1 

              10
0
                0

r1 = -1

A2: 70 -6 0 
              60

0 
              10

0 r2 = 0

A3 : 80 -6 -1 0 
           10

0 
              70

r3 = 0

s1 = 1 s2 = 0 s3 = 0 s4 = 0
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Böôùc 2    Qui 0  cöôùc phí caùc oâ choïn.

Töø coät B3 cho s3 = 0 tính ñöôïc r1 = -1, r2 = 0, r3 = 0; r3 = 0 s4 = 0; r2 = 0 s2 = 0;
r1 = -1 s1 = 1. Tính laïi cöôùc phí taát caû caùc oâ ta ñöôïc.

           Maùy
C. nhaân

B1

40
B2

60
B3

30
B4

70
A1: 50 0 

                40
-1 0 

                10
-1

A2: 70 -5 0 
               60

0 
               10

0

A3 = 80 -5 -1 0 
               10

0 
               70

Moïi oâ ñeàu coù cöôùc phí   0 neân PACB ñang coù toái öu. Vaäy PATÖ cuûa baøi toaùn laø:

            Maùy
C.nhaân

B1

40
B2

60
B3

30
B4

70
A1: 50 8

40
5 5

                10
3

A2: 70 6 9
               60

8
 10

7

A3 : 80 4 6 6
               10

5
               70

fmax = 8 .40 + 9.60 +5.10 +8.10 +6.10 +5.70 = 1400

2.1.3. Thuaät toaùn theá vò  giaûi baøi toaùn vaän taûi haøm muïc tieâu cöïc ñaïi

 Böôùc 1 : Tìm PACB ban ñaàu ñeå xuaát phaùt baèng phöông phaùp cöïc ñaïi cöôùc phí. YÙ
töôûng phöông phaùp naøy laø öu tieân phaân phoái nhieàu nhaát vaøo caùc oâ coù cöôùc phí
lôùn nhaát.

Giaû söû trong ma traän  
nmij

cC


 , crs laø lôùn nhaát trong caùc cij. Khi ñoù, ta phaân phoái toái

ña vaøo oâ (r,s), cuï theå:













)3TH(baneáua
)2TH(baneáub
)1TH(baneáua

x

srr

srs

srr

rs

 Trong tröôøng hôïp 1, ñieåm phaùt Ar ñaõ phaùt heát haøng neân coù theå xoùa ñi haøng Ar

cuûa baûng; ôû ñieåm thu Bs  chæ coøn caàn  (bs – ar ) taán haøng.
 Trong tröôøng hôïp 2, ñieåm thu Bs ñaõ nhaän ñuû haøng, neân coù theå xoùa ñi coät Bs cuûa

baûng vaø ôû ñieåm phaùt Ar chæ coøn laïi (ar – bs ) taán haøng.
 Trong tröôøng hôïp 3, ñieåm phaùt Ar ñaõ phaùt heát haøng vaø ñieåm thu Bs ñaõ nhaän ñuû

haøng neân coù theå xoùa ñi haøng Ar vaø coät Bs cuûa baûng.
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 Trong baûng coøn laïi vôùi soá haøng vaø coät ít hôn, ta laïi tieáp tuïc phaân phoái nhö treân
cho ñeán khi heát haøng.

 Neáu PACB ban ñaàu coù ñuû m+n-1 oâ thì thì sang böôùc 2; neáu coù ít hôn n+m-1 oâ
thì boå sung theâm  “ oâ choïn 0” cho ñuû m + n –1 khoâng taïo thaønh voøng roài sang
böôùc 2.

 Böôùc 2 : Tìm heä thoáng theá vò haøng, theá vò coät.
 Döïa vaøo caùc oâ choïn coù xij > 0 cho moät aån oi

u  hoaëc oj
v  naøo ñoù baèng 0 roài  tính

caùc aån coøn laïi sao cho caùc oâ ñoù ñeàu thoûa ui + vj - cij = 0.

 Tính kij
ñaët
  ui + vj - cij  ôû taát caû caùc oâ coøn laïi.

 Böôùc 3 : Kieåm tra tính toái öu

 Neáu kij  0  n,1j;m,1i   thì PACB hieän coù toái öu.

 Neáu toàn taïi oâ (i,j) naøo ñoù thoûa kij < 0 thì PACB hieän coù khoâng toái öu. Sang
böôùc 4.

Böôùc 4 : Xaây döïng phöông aùn môùi toát hôn

Tìm oâ ñöa vaøo: OÂ ñöa vaøo laø oâ coù kij beù nhaát ; giaû  söû ñoù laø oââ (i*, j*).
 Tìm voøng ñieàu chænh: Boå sung (i*, j*) vaøo m + n – 1 oâ choïn ban ñaàu seõ xuaát

hieän voøng duy nhaát laø V goïi laø voøng ñieàu chænh. (theo tính chaát 2)
 Phaân oâ chaün leû cuûa voøng V :  Ta ñaùnh soá thöù töï caùc oâ cuûa voøng V baét ñaàu töø oâ

(i*, j*), oâ naøy ñöôïc ñaùnh soá 1. Khi ñoù, V ñöôïc phaân hoaïch thaønh hai taäp:
VC laø taäp caùc oâ coù soá thöù töï chaün
VL laø taäp caùc oâ coù soá thöù töï leû

 Tìm oâ ñöa ra  vaø löôïng ñieàu chænh: Neáu  C
ijji

V)j,i/(xminx oo   thì (io,jo) laø oâ

ñöa ra vaø oo ji
x laø löôïng ñieàu chænh. Töùc laø, trong caùc oâ coù soá thöù töï chaün, oâ

naøo ñaõ phaân ít haøng nhaát laø oâ ñöa ra vaø löôïng haøng ôû oâ ñoù chính laø löôïng ñieàu
chænh.

 Laäp phöông aùn môùi:  
nmij

xX


 ''   , vôùi ij'x  ñöôïc tính nhö sau

 
 
 

















Vji,neáux

Vji,neáuxx

Vji,neáuxx

'x

ij

L
jiij

C
jiij

ij 00

00

  ()

           Luùc naøy,  oâ (i*,j*) trôû thaønh oâ choïn, oâ (io,jo) trôû thaønh oâ loaïi. Quay laïi böôùc 2.

2.2. Caùc baøi toaùn vaän taûi khoâng caân baèng thu phaùt

2.2.1.Tröôøng hôïp toång löôïng haøng phaùt lôùn hôn toång thu:


m

1i
1a > 



n

1j
jb

ijc ijk

ijx



Quy hoaïch Tuyeán tính 117

(1) f(x) = 
 

m

1i

n

1j
ijijxa  min

(2)

























)n,1j(bx

)m,1i(ax

m

1i
jij

n

1j
iij

(3) xij   0 i,j
Ñeå giaûi baøi toaùn naøy ta theâm ñieåm thu giaû Bn+1 vôùi löôïng haøng thu laø

bn+1  = 


m

1i
ia -



n

1j
jb .  Caùc oâ treân coät öùng vôùi ñieåm thu giaû coù cöôùc phí ñeàu baèng 0.

Khi tìm PACB ban ñaàu thì phaân phoái vaøo caùc oâ chính tröôùc, caùc oâ treân coät thu giaû
khi coøn thöøa haøng môùi phaân vaøo.
Ví duï 2  Giaûi baøi toaùn vaän taûi ( f min ) cho bôûi baûng sau

            Thu
Phaùt

B1

20
B2

60
B3

60

A1: 40 5 4 3

A2: 50 4 3 5

A3: 70 6 5 2

Ta coù: 


3

1i
ia  = 40 + 50 + 70 =160, 



3

1j
jb  = 20 + 60 + 60 = 140

Laäp theâm ñieåm thu giaû B4 vôùi löôïng haøng caàn thu laø  b4 = 160 – 140 =20.
            Thu
Phaùt

B1

20
B2

60
B3

60
B4

20

A1: 40 5 
              20

4 
               10

3 0 
                10

A2: 50 4 3 
               50

5 0

A3: 70 6 5 2 
               60

0 
               10

Böôùc 1  Tìm PACB ban ñaàu baèng phöông phaùp cöïc tieåu cöôùc phí nhö sau :
 Phaân  vaøo oâ (3,3) 60 taán, haøng  A3 chæ coøn laïi 10 taán,  xoùa coät B3.
 Phaân vaøo oâ (2,2) 50 taán,  coät B2 chæ coøn caàn 10 taán, xoùa haøng A2.
 Phaân vaøo oâ (1,2) 10 taán,  haøng A1 chæ coøn 30 taán , xoùa coät B2.
 Phaân vaøo oâ (1,1) 20 taán, haøng A1 chæ coøn 10 taán , xoùa coät B1.
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 Cuoái cuøng phaân vaøo oâ (1,4) 10 taán, oâ (3,4) 10 taán. Ta ñöôïc PACB ban ñaàu coù
ñuû  m +n –1 = 3 + 4 – 1 = 6  oâ choïn .

Böôùc 2    Qui  0  cöôùc phí caùc oâ choïn .

            Thu
Phaùt

B1

20
B2

60
B3

60
B4

20

A1: 40 5 
              20

4 
               10

3 0 
                10

r1 = 0

A2: 50 4 3 
               50

5 0 r2 = 1

A3: 70 6 5 2 
              60

0 
               10

r3 = 0

s1 = -5 s2 = -4 s3 = -2 s4 = 0
Töø haøng 1 cho r1 = 0 ta tính ñöôïc s1= -5, s2 = -4 , s4 = 0 ; s2 = -4 r2 = 1; s4 = 0 r3

= 0 ; r3 = 0 s3 = -2.

Tính loaïi cöôùc phí caùc oâ loaïi theo coâng thöùc c’ij = ri + sj + cij  ta ñöôïc

Thu
Phaùt

B1

20
B2

60
B3

60
B4

20
A1: 40 0 

              20
0 

  10
1 0 

                10
A2: 50 0 0 

               50
4 1

A3: 70 1 1 0 
               60

0 
               10

Taát caû caùc oâ ñeàu coù cöôùc phí khoâng aâm neân PACB hieän coù toái öu. Vaäy phöông aùn toái
öu cuûa baøi toaùn ñaõ cho laø

            Thu
Phaùt

B1

20
B2

60
B3

60

A1: 40 5
                20

4
                10

3

A2: 50 4 3
                50

5

A3: 70 6 5 2
              60

fmin = 5.20 + 4.10 +3.50 +2.60 = 410
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2.2.2.Tröôøng hôïp toång löôïng haøng phaùt nhoû hôn toång thu:


m

1i
ia <



n

1j
jb

(1) 


n

1j
ijij

m

1i
xc  min

(2)





















)n,1j(bx

)m,1(ax

m

1i
jij

n

1j
iij

(3) xij  0  i,j

Ñeå giaûi baøi toaùn naøy ta theâm ñieåm phaùt giaû An+1 vôùi soá haøng phaùt laø

an+1= 


n

1j
jb - 



m

1i
ia . Caùc oâ treân haøng öùng vôùi aån giaû coù cöôùc phí ñeàu baèng 0. Töông töï

tröôøng hôïp cung vöôït caàu, khi tìm PACB ban ñaàu thì phaân phoái vaøo caùc oâ chính
tröôùc .

Víduï 3  Giaûi baøi toaùn vaän taûi cho bôûi baûng sau. min)( f

             Thu
Phaùt

B1

20
B2

30
B3

50
B4

40

A1: 30
8 3 5 2

A2: 40 2 4 3 7

A3: 60 5 6 4 1

Ta coù : 


3

1i
ia = 30 + 40 + 60  =130 , 



4

1j
jb  = 20 + 30 + 50 + 40 = 140.

Laäp theâm ñieåm phaùt giaû A4 vôùi löôïng haøng phaùt laø a4 = 140 – 130 =10.

           Thu
Phaùt

B1

20
B2

30
B3

50
B4

40

A1: 30
8 3 

              30
5 2 

A2: 40 2 
                20

4 3 
     20

7

A3: 60
5 6 4 

                20
1 
                40

A4: 10
0 0 0 

                10
0
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Böôùc 1  Tìm PACB ban ñaàu baèng phöông phaùp cöïc tieåu cöôùc phí nhö sau :

 Phaân  vaøo oâ (3,4) 40 taán , ñieåm phaùt A3  coøn laïi 20 taán, xoùa coät B4.

 Phaân vaøo oâ (2,1) 20 taán , ñieåm phaùt A2 chæ coøn laïi 20 taán, xoùa coät B1.

 Phaân vaøo oâ (1,2) 30 taán , xoùa haøng A1 vaø coät B2.

 Phaân vaøo oâ (2,3) 20 taán , oâ (3,3) 20 taán , oâ (3,4)10 taán. Soá oâ choïn laø 6 oâ neân ta
boå sung theâm  oâ (1,4) cho ñuû 7 = 4 +4 –1 oâ.

Böôùc 2:  Qui 0 cöôùc cho caùc oâ choïn

Thu
Phaùt

B1

20
B2

30
B3

50
B4

40

A1 :   30
8 3 

            30
5 2 

r1 = -5

A2   :  40 2 
                20

4 3 
               20

7 r2 = -3

  A3   :  60
5 6 4 

                20
1 
              40 r3 = -4

  A4    :  10
0 0 0 

                10
0

r4 = 0

s1 =1 s2 = 2 s3 = 0 s4 = 3

Töø coät B3 cho s3 = 0 tính ñöôïc r4 = 0, r3 = -4 , r2 = -3 ; r3 = -4 s4 = 3 ;
s4 = 3 r1 = -5 ; r1 = -5 s2 = 2; r2 = -3 s1 = 1.
Tính laïi cöôùc phí caùc oâ ta ñöôïc .

            Thu
Phaùt

B1

20
B2

30
B3

50
B4

40

A1    :    30
4 0 

            30
0 0 

A2    :   40 0 
                20

3 0 
               20

7

  A3     :  60
2 4 0 

                20
0 
                40

  A4      :  10
1 2 0 

                10
3

Taát caû caùc oâ ñeàu coù cöôùc phí khoâng aâm neân PACB hieän coù toái öu.
Phöông aùn toái öu baøi toaùn ban ñaàu laø
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             Thu
Phaùt

B1

20
B2

30
B3

50
B4

40

A1: 30
8
                20

3
                  0

5
        20

2
               0

A2: 40 2
                0

4
                  0

3
                20

7
                 0

A3: 60 5
                 0

6
                  0

4
                10

1
                 0

360104203205208min f

2.3. Baøi toaùn vaän taûi coù oâ caám:

Trong thöïc teá  vì lyù do caàu, phaø, ñöôøng saù bò hö hoûng, hoaëc do vaán ñeà an ninh, hoaëc
do khoaûng caùch quaù xa caàn nhieàu thôøi gian vaän chuyeån maø caùc ñieàu kieän baûo quaûn
haøng hoùa khoâng thöïc hieän ñöôïc hay khoâng kòp veà maët thôøi gian,....neân coù
moät soá tuyeán ñöôøng khoâng theå vaän chuyeån haøng qua ñöôïc. Caùc tuyeán ñöôøng naøy
treân baûng vaän taûi ñaëc tröng bôûi caùc oâ khoâng phaân phoái haøng vaøo ñöôïc. Caùc oâ naøy goïi
laø oâ caám.

Ngoaøi ra oâ caám coøn xuaát hieän trong baøi toaùn vaän taûi khoâng caân baèng thu phaùt vôùi
ñieàu kieän moät soá traïm phaùt phaûi phaùt heát haøng ( toång phaùt > toång thu ) hoaëc vôùi ñieàu
kieän moät soá traïm thu naøo ñoù phaûi thu ñuû haøng ( toång phaùt  < toång thu ).

Ñeå giaûi baøi toaùn vaän taûi caùc oâ caám, chuùng ta ñaët “cöôùc phí” taïi oâ caám laø “M ” ñoái
vôùi baøi toaùn haøm muïc tieâu cöïc tieåu min)( f  vaø laø “ M ” ñoái vôùi baøi toaùn haøm
muïc tieâu cöïc ñaïi max)( f , vôùi M  laø soá döông lôùn tuøy yù, tieáp theo chuùng ta aùp
duïng thuaät toaùn theá vò hoaëc thuaät toaùn quy 0 cöôùc phí oâ choïn ñeå giaûi.

Ví duï 4

Moät coâng ty kyù hôïp ñoàng giao cho khaùch haøng  5 saûn phaåm loaïi A1, 7 saûn phaåm loaïi
A2, 8 saûn phaåm loaïi A3 trong thôøi gian 1 thaùng.  Coâng ty coù 3 xí nghieäp I, II, III vaøø xí
nghieäp III khoâng saûn xuaát ñöôïc saûn phaåm A3. Naêng löïc saûn xuaát moãi xí nghieäp  I, II,
III trong thôøi gian 1 thaùng laàn   löôït laø 9 saûn  phaåm, 6 saûn  phaåm,  5 saûn  phaåm. Lôïi
nhuaän thu ñöôïc treân moãi saûn  phaåm do caùc xí nghieäp saûn xuaát ra ñöôïc cho trong
baûng sau  ( ñôn vò tính: 20.000.000 ñoàng/saûn phaåm).

           X.Nghieäp
 S.Phaåm

I
9

II
6

III
5

A1: 5 8,5 6 7

A2: 7 9 10 6,5

A3: 8 6 7,5 Ô Cấm
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Hoûi  phaûi phaân coâng caùc xí nghieäp saûn xuaát nhö theá naøo ñeå thöïc hieän ñöôïc hôïp ñoàng
vôùi lôïi nhuaän lôùn nhaát vaø cho bieát soá tieàn lôïi nhuaän  thu ñöôïc ñoù?

Giaûi

Baøi toaùn naøy coù daïng laø laø baøi toaùn vaän taûi caân baèng thu phaùt coù oâ caám laø (3,3). Vì
laø baøi toaùn maxf neân Mc 33 , vôùi M laø soá döông lôùn tuøy yù.

           X.Nghieäp

 S.Phaåm

I

9

II

6

III

5
A1: 5 8,5 6 7

A2: 7 9 10 6,5

A3: 8 6 7,5 -M

Laàn löôït phaân phoái nhö sau: oâ )2,2(   6 ; oâ )1,2(   1;  oâ )1,1(    5; oâ )1,3(   3; oâ )3,3(   5

Sau khi phaân phoái xong ta ñöôïc phöông aùn cô baûn ban ñaàu khoâng suy bieán, tìm caùc
theá vò haøng vaø caùc theá vò coät  roài tieáp theo  tính kij   ui + vj - cij ta ñöôïc ñöôïc:

           X.Nghieäp
 S.Phaåm

I
9

II
6

III
5

A1: 5 8,5      0
                    5

6 5,3 7 5,4M
           Ñöa vaøo

5,21 u

A2: 7 9         0
                        1

10  0
                  6

6,5 5,3M 32 u

A3: 8 6          0
                         3

7,5 5,0 -M        0
Ñöa ra    5

03

cho
u 

61 v 72 v Mv 3

OÂ )3,1(  coù 05,413  Mk  neân  phöông aùn cô baûn hieän coù khoâng toái öu.

OÂ ñöa vaøo laø oâ (1,3).

Voøng ñieàu chænh laø  )3,3(),1,3(),3,1(),1,1(V ,  )3,3(),1,1(CV ,  )3,1(),1,3(LV .

OÂ ñöa ra laø oâ )3,3(  vaø löôïng ñieàu chænh laø 533 x . Laäp phöông aùn môùi vaø tìm heä
thoáng theá vò môùi ta ñöôïc:
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         X.Nghieäp
 S.Phaåm

I
9

II
6

III
5

A1: 5 8,5      0
                    0

6 5,3 7              0
5

5,81 u

A2: 7 9         0
                        1

10  0
Ñöa ra 6

6,5 1 92 u

A3: 8 6          0
            8

7,5 5,0
Ñöa vaøo

-M 5,4M 63 u

01

Cho
v  12 v 5,13 v

OÂ )2,3(  coù 05,132 k  neân  phöông aùn cô baûn hieän coù khoâng toái öu.

OÂ ñöa vaøo laø oâ )2,3( .

Voøng ñieàu chænh laø  )2,3(),1,3(),2,2(),1,2(V ,  )3,3(),1,1(CV ,  )3,1(),1,3(LV .

OÂ ñöa ra laø oâ )2,2(  vaø löôïng ñieàu chænh laø 622 x . Laäp phöông aùn môùi vaø tìm heä
thoáng theá vò môùi ta ñöôïc:

           X.Nghieäp

 S.Phaåm

I

9

II

6

III

5
A1: 5 8,5      0

                    0
6 4 7              0

5
5,81 u

A2: 7 9         0
                        7

10 5,0
                   0

6,5 1 92 u

A3: 8 6          0
                        2

7,5          0
                    6

-M 5,4M 63 u

01

Cho
v  5,12 v 5,13 v

Taát caû caùc oâ ñeàu coù 0ijk neân phöông aùn cô baûn naøy toái öu. Vì oâ caám )3,3(  nhaän giaù
trò phaân phoái 033 x  neân baøi toaùn coù phöông aùn toái öu laø:

           X.Nghieäp

 S.Phaåm

I

9

II

6

III

5
A1: 5 8,5

                    0
6
                    0

7 
5

A2: 7 9
                        7

10
                    0

6,5
                     0

A3: 8 6
                         2

7,5
                    6

OÂ caám
                   0

Toång lôïi nhuaän lôùn nhaát:
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maxf 000.000.20]5765,72679[  ñoàng = 000.000.20155  ñoàng

Chuù yù:    Coù theå  giaûi baèng thuaät toaùn quy 0 cöôùc phí.

Ví duï 5 Giaûi baøi toaùn vaän taûi ñöôïc cho bôûi baûng sau vôùi ñieàu kieän traïm B1 phaûi thu
ñuû haøng:

Thu

Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50

A1 : 75 6 3 1

A2 : 45 4 2 3

Giaûi

Ñaây laø baøi toaùn toång thu lôùn hôn toång phaùt vôùi löôïng haøng caàn thu lôùn hôn löôïng

haøng phaùt laø 10 taán. Ta laäp theâm traïm phaùt giaû A3 vôùi löôïng haøng phaùt laø 10 taán vaø

cöôùc phí  caùc oâ (3,2) , (3,3) laø 0 vaø oâ (3,1) laø M vôùi M laø soá lôùn tuøy yù(vì B1 phaûi thu

ñuû haøng neân traïm B1 khoâng thu löôïng haøng giaû cuûa traïm A3, do ñoù oâ (3,1) phaûi laø oâ

caám).

            Thu
Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50
A1: 75 6 3 1

A2: 45 4 2 3

A3 :10 M 0 0

Böôùc 1 : Tìm PACB ban ñaàu baèng phöông phaùp cöïc tieåu cöôùc phí.

 Phaân vaøo oâ ( 1,3 ) 50 taán , haøng A1 chæ coøn 25 taán, xoùa coät B3.

  Phaân vaøo oâ ( 2,2 ) 20 taán , haøng A2 chæ coøn 25 taán, xoùa coät B2.

 Phaân vaøo oâ ( 2,1 ) 25 taán , oâ ( 1,1 ) 25 taán, oâ ( 3,1 ) 10 taán.
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Böôùc 2 : Qui 0 cöôùc phí caùc oâ choïn .

             Thu
Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50
A1: 75 6 

                25
3 1 

                50
r1 = -6

A2: 45 4 
                25

2 
             20

3 r2 = -4

A3 : 10 M 
               10

0 0 r3 = -M

cho s1 = 0 s2 = 2 s3 = 5

Cho s1 = 0 tính ñöôïc r1 = -6, r2 = -4, r3 = -M, s2 = 2, s3 = 5
Tính laïi cöôùc phí taát caû caùc oâ ta ñöôïc

             Thu
Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50
A1 : 75 0 

              25
-1 0 

                50
A2 : 45 0 

              25
0 
             20

4

A3 : 10 0 
10

2-M  5-M

Böôùc 3 : Coøn oâ ( 1,2 ), (3,2), (3,3) coù cöôùc phí aâm neân PACB hieän coù chöa toái öu.

Böôùc 4: Ñöa oâ (3,2) vaøo ta ñöôïc voøng V =  )2,3(),1,3(),2,2(),1,2(

VC =  )1,3(),2,2(  ,  VL =  )2,3(),1,2(

OÂ ñöa ra laø oâ ( 3,1), löôïng ñieàu chænh laø 10. Caùc oâ ( 2,1 ) vaø ( 3,2 ) moãi oâ coäng theâm
10 taán ; caùc oâ ( 2,2 ), ( 3,1 ) moãi oâ tröø ñi 10 taán.

             Thu
Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50
A1: 75 0 

25
3 0 

50
r1 = 0

A2: 45 0 
35

2 
10

4 r2 = 0

A3 : 10 0 2-M 
               10

5 -M r3 = M

s1 = 0 s2 = -2 s3 = 0

Böôùc 2: Qui 0 cöôùc phí caùc oâ choïn
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Cho r1 = 0 tính ñöôïc s1 = 0, s3 = 0; s1 = 0 r2 = 0; r2 = 0 s2 = -2; s2 = -2 r3 = M.
Tính laïi cöôùc phí taát caû caùc oâ ta ñöôïc

            Thu
Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50
A1 : 75 0

25
1 0

                50
A2 : 45 0

35
0

10
4

A3 : 10 0 0
10

5

Taát caû caùc oâ ñeàu coù cöôùc phí khoâng aâm neân P ACB ñang coù toái öu.

Vaäy phöông aùn toái öu baøi toaùn ban ñaàu laø

            Thu
Phaùt

B1

60
B2

20
B3

50
A1 : 75 6

25
3 1

               50
A2 : 45 4

35
2
              10

3

fmin = 6.25 + 1.50 + 2.10 + 4.35 = 360.
Ví duï 6

Moät coâng ty may maëc caàn phaân phoái 2800 ñôn vò saûn phaåm may maëc loaïi A1, 2200 ñôn vò
saûn phaåm may maëc loaïi A2 vaøo ba xí nghieäp B1, B2, B3 ñeå saûn xuaát, vôùi naêng löïc saûn xuaát
(soá ñôn vò saûn phaåm loaïi A1 hay saûn phaåm loaïi A2) laàn löôït laø 1600, 2000, 2400 ñôn vò
saûn phaåm. Chi phí (ñôn vò tính 10.000 ñoàng/1ñôn vò saûn phaåm) saûn xuaát cuûa coâng ty khi phaân phoái moãi
ñôn vò saûn phaåm cho caùc xí nghieäp saûn xuaát ñöôïc cho trong baûng sau

  Xí nghieäp

Saûn phaåm

B1

1600

B2

2000

B3

2400

A1:2800 7 7,5 8

A2:2200 8 8,5 7,5

Vì chieán löôïc phaùt trieån coâng ty, neân xí nghieäp B3 phaûi thu ñuû 2400 ñôn vò saûn phaåm
ñeå saûn xuaát. Hoûi phaûi phaân phoái saûn phaåm cho caùc xí nghieäp saûn xuaát nhö theá naøo
ñeå toång chi phí thaáp nhaát vaø tính toång chi phí thaáp nhaát nhaát ñoù?
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Giaûi

Baøi toaùn naøy coù daïng baøi toaùn vaän taûi khoâng caân baèng thu phaùt vôùi löôïng phaùt ít hôn
löôïng  thu laø 1000)22002800()240020001600(  . Laäp theâm traïm giaû 3A vôùi
löôïng caàn phaùt 10003 a . Ñeå traïm 3B  thu ñuû thì löôïng haøng giaû traïm 3A  khoâng ñöôïc
phaùt vaøo traïm 3B  neân oâ )3,3(  laø oâ caám, vì caàn toång chi phí thaáp nhaát neân ñaây laø baøi

toaùn minf  do ñoù “cöôùc phí” oâ )3,3(  laø M  (vôùi M laø soá döông lôùn tuøy yù).

Laàn löôït phaân phoái nhö sau: oâ )1,1(   1600  ; oâ )2,1(    1200;  oâ )3,2(     2200; oâ )2,3(
800; oâ )3,3(  200.

Sau khi phaân phoái xong ta ñöôïc phöông aùn cô baûn ban ñaàu khoâng suy bieán, roài tieáp
theo  “quy 0 cöôùc phí” caùc oâ choïn ta ñöôïc:

 Xí nghieäp

Saûn phaåm
B1

1600

B2

2000

B3

2400
A1:2800 7 

                 1600
7,5 
                1200

8 01

cho
r 

A2:2200 8 8,5 7,5 
              2200

Mr 2

A3: 1000 0 0 
               800

M 
              200

5,73 r

71 s 5,72 s 5,73  Ms

Tính laïi “cöôùc phí” caùc oâ

  Xí nghieäp

Saûn phaåm

B1

1600

B2

2000

B3

2400
A1:2800 0 

                 1600
0 
                1200

M5,0 

     Ñöa vaøo
A2:2200 M1 M1 0 

              2200
A3: 1000 0,5 0 

               800
0 
Ñöa ra     200

Coøn oâ (1,3) coù “cöôùc phí”  aâm neân phöông aùn cô baûn hieän coù khoâng toái öu.

OÂ ñöa vaøo laø oâ (1,3).

Voøng ñieàu chænh laø  )3,3(),2,3(),3,1(),2,1(V ,  )2,3(),3,1(LV ,  )3,3(),2,1(CV .
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OÂ ñöa ra laø oâ )3,3(  vaø löôïng ñieàu chænh laø 20033 x . Laäp phöông aùn môùi roài “quy 0
cöôùc phí” caùc oâ choïn ta ñöôïc:

Xí nghieäp

Saûn phaåm
B1

1600

B2

2000

B3

2400
A1:2800 0 

               1600
0 
             1000

M5,0 
               200

01

cho
r 

A2:2200 M1 M1 0 
              2200

Mr  5,02

A3: 1000 0,5 0 
             1000

0
               0

03 r

01 s 02 s 5,03  Ms

Tính laïi “cöôùc phí” caùc oâ

  Xí
nghieäp
Saûn phaåm

B1

1600
B2

2000
B3

2400

A1:2800 0 
              1600

0 
             1000

0 
               200

A2:2200 5,1 5,1 0 
          2200

A3: 1000 0,5 0 
             1000

5,0M
                 0

Taát caû caùc oâ ñeàu coù cöôùc phí khoâng aâm neân phöông aùn cô baûn naø toái öu. Vì oâ caám
)3,3(  nhaän giaù trò 0 neân baøi toaùn coù phöông aùn toái öu laø:

  Xí
nghieäp
Saûn phaåm

B1

1600
B2

2000
B3

2400

A1:2800 7
                  1600

7,5
                      1000

8
                     200

A2:2200 8
                      0

8,5
    0

7,5
                   2200

Toång chi phí beù nhaát: minf 22005,7200810005,716001  =27200(ñôn vò tính

10.000 ñoàng)

272000 (ñôn vò tính 1.000 ñoàng) 272000000   ñoàng 272  (trieäu ñoàng)

Ví duï 7
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Moät coâng ty may maëc caàn phaân phoái 2200 ñôn vò saûn phaåm may maëc loaïi A1, 2800 ñôn vò
saûn phaåm may maëc loaïi A2 vaøo ba xí nghieäp B1, B2, B3 ñeå saûn xuaát, vôùi naêng löïc saûn xuaát
(soá ñôn vò saûn phaåm loaïi A1 hay saûn phaåm loaïi A2) laàn löôït laø 1600, 2400, 2000 ñôn vò
saûn phaåm. Chi phí (ñôn vò tính 10.000 ñoàng/1ñôn vò saûn phaåm) saûn xuaát cuûa coâng ty khi phaân phoái moãi
ñôn vò saûn phaåm cho caùc xí nghieäp saûn xuaát ñöôïc cho trong baûng sau

  Xí
nghieäp
Saûn phaåm

B1

1600
B2

2400
B3

2000

A1:2200 8 8 8,5
A2:2800 7,5 9 8

Vì chieán löôïc phaùt trieån coâng ty, neân xí nghieäp B2 phaûi thu ñuû 2400 ñôn vò saûn phaåm ñeå saûn
xuaát. Hoûi phaûi phaân phoái saûn phaåm cho caùc xí nghieäp saûn xuaát nhö theá naøo ñeå toång chi phí
thaáp nhaát vaø tính toång chi phí thaáp nhaát ñoù?

Giaûi

Baøi toaùn naøy coù daïng baøi toaùn vaän taûi khoâng caân baèng thu phaùt vôùi löôïng phaùt ít hôn
löôïng  thu laø 1000)28002200()200024001600(  . Laäp theâm traïm giaû 3A vôùi
löôïng caàn phaùt 10003 a . Ñeå traïm 2B  thu ñuû thì löôïng haøng giaû traïm 3A  khoâng ñöôïc
phaùt vaøo traïm 2B  neân oâ )2,3(  laø oâ caám, vì caàn toång chi phí thaáp nhaát neân ñaây laø baøi
toaùn minf  do ñoù  “cöôùc phí” oâ )2,3(  laø M  (vôùi M laø soá döông lôùn tuøy yù).

Laàn löôït phaân phoái nhö sau: oâ )1,2(  1600 ; oâ )2,1(   2200;  oâ )3,2(    1200; oâ )2,3(  200;
oâ )3,3(  800
Sau khi phaân phoái xong ta ñöôïc phöông aùn cô baûn ban ñaàu khoâng suy bieán, roài tieáp
theo  “quy 0 cöôùc phí” caùc oâ choïn ta ñöôïc:

  Xí
nghieäp
Saûn phaåm

B1

1600
B2

2400
B3

2000

A1:2200 8 8 
                2200

8,5 Mr 1

A2:2800 7,5 
                 1600

9 8 
               1200

02

cho
r 

A3: 1000 0 M 
                200

0 
              800

83 r

5,71 s 82  Ms 83 s

Tính laïi “cöôùc phí” caùc oâ
  Xí

nghieäp
Saûn phaåm

B1

1600
B2

2400
B3

2000
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A1:2200 M+0,5 0 
                2200

M+0,5

A2:2800 0 
                 1600

-M+1 
Ñöa vaøo

0 
               1200

A3: 1000 0,5 0 
Ñöara      200

0 
              800

Coøn oâ (2,2) coù “cöôùc phí”  aâm neân phöông aùn cô baûn hieän coù khoâng toái öu.

OÂ ñöa vaøo laø oâ (2,2).

Voøng ñieàu chænh laø  )3,3(),2,3(),3,2(),2,2(V ,  )3,3(),2,2(LV ,  )2,3(),3,2(CV .

OÂ ñöa ra laø oâ )2,3(  vaø löôïng ñieàu chænh laø 20032 x . Laäp phöông aùn môùi roài “quy 0
cöôùc phí” caùc oâ choïn ta ñöôïc:

 Xí nghieäp

Saûn phaåm

B1

1600
B2

2400
B3

2000

A1:2200 M+0,5 0 
               2200

M+0,5 11  Mr

A2:2800 0 
              1600

-M+1 
              200

0 
              1000

02

cho
r 

A3: 1000 0,5 0
                     0

0 
             1000

03 r

01 s 12  Ms 03 s

Tính laïi “cöôùc phí” caùc oâ

  Xí
nghieäp
Saûn phaåm

B1

1600
B2

2400
B3

2000

A1:2200 1,5 0 
               2200

1,5 11  Mr

A2:2800 0 
                 600

0 
              200

0 
             1000

02

cho
r 

A3: 1000 0,5 M-1
                     0

0 
             1000

03 r

01 s 12  Ms 03 s

Taát caû caùc oâ ñeàu coù cöôùc phí khoâng aâm neân phöông aùn cô baûn naø toái öu. Vì oâ caám
)2,3(  nhaän giaù trò 0 neân baøi toaùn coù phöông aùn toái öu laø:
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  Xí
nghieäp

Saûn phaåm

B1

1600

B2

2400

B3

2000

A1:2200 8

                          0

8

                      2200

8,5

                          0

A2:2800 7,5

                      1600

9

                      200

8

                      1000

Toång chi phí beù nhaát: minf 10008200916005,722008  =39400(ñôn vò tính 10.000 ñoàng)

39400 (ñôn vò tính 1.000 ñoàng) 394000000   ñoàng 394  (trieäu ñoàng)

Chuù yù    Coù theå  giaûi baèng thuaät toaùn theá vò ( goïn hôn thuaät toaùn quy 0 cöôùc phí 2 baûng vaän taûi).
Ví duï 8
 Moät coâng ty caàn baùn 120 ñôn vò saûn phaåm loaïi A1, 45 ñôn vò saûn phaåm loaïi A2, 85
ñôn vò saûn phaåm loaïi A3 thoâng qua boán ñaïi lyù B1, B2, B3, B4 vôùi khaû naêng baùn (soá ñôn
vò saûn phaåm loaïi A1 hay saûn phaåm loaïi A2 hay saûn phaåm loaïi A3) laàn löôït laø 60, 90,
70, 50 ñôn vò saûn phaåm. Lôïi nhuaän  (ñôn vò tính 500.000 ñoàng/1saûn phaåm) khi baùn
moãi saûn phaåm thoâng qua moãi ñaïi lyù ñöôïc  cho trong baûng sau

Ñaïi lyù

Saûn phaåm

B1

60
B2

90
B3

70
B4

50

A1:120 3 4 4 5
A2:45 4 6 5 4,5
A3:85 6 6 7 8

Vì chieán löôïc phaùt trieån kinh doanh cuûa coâng ty, neân ñaïi lyù  B1 phaûi thu ñuû 60 ñôn vò
saûn phaåm ñeå baùn. Hoûi phaûi phaân phoái saûn phaåm cho caùc ñaïi lyù baùn nhö theá naøo ñeå
toång lôïi nhuaän lôùn nhaát vaø tính toång lôïi nhuaän lôùn nhaát ñoù?

Giaûi

Baøi toaùn naøy coù daïng baøi toaùn vaän taûi khoâng caân baèng thu phaùt vôùi löôïng phaùt ít hôn
löôïng  thu laø 20)8545120()50709060(  . Laäp theâm traïm giaû 4A vôùi löôïng
caàn phaùt 204 a . Ñeå traïm 1B  thu ñuû thì löôïng haøng giaû traïm 4A  khoâng ñöôïc phaùt
vaøo traïm 1B  neân oâ )1,4(  laø oâ caám, vì caàn toång lôïi nhuaän lôùn nhaát neân ñaây laø baøi toaùn

maxf  do ñoù MC 41  (vôùi M laø soá döông lôùn tuøy yù).

Laàn löôït phaân phoái nhö sau: oâ )4,3(  50 ; oâ )3,3(   35;  oâ )2,2(    45; oâ )2,1(  45; oâ )3,1(
35 ; oâ )1,1(  40 ; oâ )1,4(  20.
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Ñaïi lyù

Saûn phaåm

B1

60
B2

90
B3

70
B4

50

A1:120 3 

                 40

4 

                  45

4 

               35

5

A2:45 4 6 

                  45

5 4,5

A3:85 6 6 7 

               35

8 

               50

A4:20

Traïm giaû

M 

      20

0 0 0

Sau khi phaân phoái xong ta ñöôïc phöông aùn cô baûn ban ñaàu khoâng suy bieán, tìm caùc

theá vò haøng vaø caùc theá vò coät  roài tieáp theo  tính kij   ui + vj - cij ta ñöôïc ñöôïc:

Ñaïi lyù

Saûn phaåm

B1

60
B2

90
B3

70
B4

50

A1:120 3  0

        40

4  0

                  45

4  0

               35

5               0 01

cho
u 

A2:45 4              1 6  0

                  45

5              1 4,5        2,5 22 u

A3:85 6              0 6                1 7  0

               35

8  0

               50

33 u

A4:20

Traïm giaû

M  0

Ñöa ra   20

0          1 M

Ñöa vaøo

0        1 M 0       2 M 34  Mu

31 v 42 v 43 v 54 v

OÂ )2,4(  coù 0142  Mk neân  phöông aùn cô baûn hieän coù khoâng toái öu. OÂ ñöa vaøo laø

oâ (4,2).
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Ñaïi lyù

Saûn phaåm

B1

60
B2

90
B3

70
B4

50

A1:120 3  0
                 60

4  0
                  25

4  0
     35

5               0 01

cho
u 

A2:45 4                 1 6  0
                  45

5              1 4,5        2,5 22 u

A3:85 6                0 6                1 7  0
               35

8  0
               50

33 u

A4:20 M 1M 0  0
                20

0              0 0             1 44 u

31 v 42 v 43 v 54 v

Taát caû caùc oâ ñeàu coù 0ijk neân phöông aùn cô baûn naøy toái öu. Vì oâ caám )1,4(  nhaän giaù
trò phaân phoái 041 x  neân baøi toaùn ban ñaàu coù phöông aùn toái öu laø:

Ñaïi lyù

Saûn phaåm

B1

60
B2

90
B3

70
B4

50

A1:120 3 
                 60

4 
                  25

4 
               35

5

A2:45 4 6 
                  45

5 4,5

A3:85 6 6 7 
               35

8 
               50

Toång lôïi nhuaän lôùn nhaát:
maxf 000.500]508357456354254603[  ñoàng

        = 000.5001335  ñoàng   = 667500000  ñoàng
Chuù yù:    Coù theå  giaûi baèng thuaät toaùn quy 0 cöôùc phí.

....................................................................................................................................

Baøi taäp

Baøi 3.1   Tìm phöông aùn cô baûn ban ñaàu min)( f

             Thu
Phaùt

B1

60
B2

90
B3

55
B4

45
A1: 100 3 4 3,5 5

A2: 70 4 6 5 4,5

A3: 80 5 5,5 6 4,5
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              a) Tröôøng hôïp minf                                b) Tröôøng hôïp maxf

Baøi 3.2   Giaûi baøi toaùn vaän taûi min)( f

             Thu
Phaùt

B1

70
B2

80
B3

65
B4

85
A1: 100 5 4 6 7

A2: 50 8 5 5 6,5

A3: 60 5,5 6,5 7 7,5

A4: 90 6 7 4 5

Baøi 3.3   Cho baøi toaùn vaän taûi min)( f

             Thu
Phaùt

B1

60
B2

90
B3

70
B4

50
A1: 80 3 4 4 5

A2: 45 4 6 5 4,5

A3: 85 5 5 6 7

a) Giaûi baøi toaùn treân.

b) Giaûi baøi toaùn treân vôùi ñieàu kieän traïm B3 thu ñuû haøng.

Baøi 3.4   Cho baøi toaùn vaän taûi max)( f

             Thu
Phaùt

B1

60
B2

90
B3

70
B4

50
A1: 80 3 4 4 5

A2: 45 4 6 5 4,5

A3: 85 5 5 6 7

a) Giaûi baøi toaùn treân.

b) Giaûi baøi toaùn treân vôùi ñieàu kieän traïm B1 thu ñuû haøng.
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Baøi 3.5   Moät noâng tröôøng coù 3 khu ñaát A1, A2, A3 coù dieän tích töông öùng 250, 1400,
350 ha. Noâng tröôøng ñònh troàng 4 loaïi caây B1, B2, B3, B4 vôùi dieän tích döï ñònh laø
500,  400, 600, 500 ha. Lôïi nhuaän khi troàng loaïi caây Bj treân moät ha ñaát Ai laø cij

(trieäu ñoàng) ñöôïc cho trong baûng sau:

          Loaïi caây
Khu ñaát

B1

500
B2

400
B3

600
B4

500

A1:250 22 25 20 18

A2:1400 30 32 25 28

A3:350 29 28 25 23

Haõy laäp keá hoaïch troàng caây cuûa noâng tröôøng sao cho toång lôïi nhuaän cao nhaát.

Ñaùp soá
 Khu ñaát A1 troàng 250 ha loaïi caây B3.
 Khu ñaát A2 troàng 500 ha loaïi caây B1, 400ha loaïi caây B2, 500 ha loaïi caây B4.
 Khu ñaát A3 troàng 350 ha loaïi caây B3.
 Toång lôïi nhuaän lôùn nhaát laø: 55 550 000 000 ñoàng.

Baøi 3.6   Moät xí nghieäp coù 200 coâng nhaân goàm : 50 loaïi A1 , 70 loaïi A2, 80 loaïi A3 .

Xí nghieäp laïi coù 200 maùy goàm : 40 loaïi B1, 60 loaïi B2, 100 loaïi B3 .Khi saûn xuaát moãi

coâng nhaân söû duïng moät  maùy ñeå taïo ra cuøng moät loaïi saûn phaåm. Coâng nhaân loïai A3

khoâng söû duïng ñöôïc maùy loïai B1. Naêng suaát cuûa moãi  loaïi coâng nhaân khi söû duïng

moãi loaïi maùy ñöôïc cho trong baûng sau (saûn phaåm/ giôø ). Hoûi  phaûi phaân coâng lao

ñoängnhö theá naøo ñeå trong 1 giôø taïo ra ñöôïc nhieàu saûn phaåm  nhaát?

            Maùy
C. nhaân

B1

40
B2

60
B3

100
A1: 50 4 4 7
A2: 70 5 10 9
A3: 80 -- 6 5

Baøi 3.7   Moät xí nghieäp coù 30 coâng nhaân loaïi I, 20 coâng nhaân loaïi II vaø 10 coâng

nhaân loaïi III. Xí nghieäp coù 10 maùy A, 25 maùy B, 25 maùy C.  Naêng suaát cuûa moãi

coâng nhaân ñoái vôùi moãi loaïi maùy ( saûn phaåm/ giôø) ñöôïc cho trong baûng sau ñaây.
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Maùy
CN

A
10

B
25

C
25

Loai I : 30 50 45 30
Loaïi II  : 20 40 42 28
Loaïi III : 10 - 38 25
Haõy phaân coâng coâng nhaân ñöùng maùy theá naøo ñeå toång soá saûn phaåm laøm ñöôïc trong
giôø laø lôùn nhaát bieát coâng nhaân loaïi III khoâng ñöùng ñöôïc maùy A.

a) Laäp moâ hình baøi toaùn.                                 b) Giaûi baøi toaùn.

Ñaùp soá b) Xopt =
















1000
1550
02010

, fmax = 2280

Baøi 3.8 Moät noâng tröôøng caàn troàng 30 ha luùa X1; 20 ha luùa X2 vaø 40 ha luùa X3 treân
ba khu ñaát I, II, III coù dieän tích laàn löôït laø 25 ha , 25 ha,  40 ha. Naêng suaát moãi loaïi
luùa treân moãi khu ñaát (taán/ha) cho trong baûng sau:

Ñaát
Gioáng luùa

I
25

II
25

III
40

X1: 30 - 8 6
X2: 20 6 9 7
X3: 40 5 4 6

Haõy laäp keá hoaïch phaân phoái ñaát troàng sao cho toång saûn löôïng cao nhaát bieát gioáng
luùa X1 khoâng theå troàng treân ñaát loaïi I.

a) Laäp moâ hình baøi toaùn.                                                       b) Giaûi baøi toaùn.

Ñaùp soá b) Xopt =
















15025
2000
5250

 hay Xopt =
















15025
0200
2550

fmax = 585

Baøi 3.9 Ngöôøi ta caàn troàng 4 loaïi hoa : Cuùc, Hoàng, Lan, Layôn treân 3 maûnh vöôøn
khaùc nhau I, II, III. Bieát raèng dieän tích ñaát hieän coù öùng vôùi moãi maûnh vöôøn laø 40, 60,
80 (a). Dieän tích troàng moãi loaïi theo keá hoaïch laø Cuùc- 50 (a); Hoàng- 70 (a); Lan- 30
(a); Layôn-30(a). Ngoaøi ra, do tính chaát cuûa caùc loaïi ñaát khaùc nhau, neân hoa hoàng
khoâng theå troàng treân maûnh ñaát thöù I, vaø hoa Layôn khoâng troâng ñöôïc treân maûnh ñaát
thöù III. Bieát thu hoaïch öôùc tính cuûa töøng loaïi hoa treân töøng loaïi ñaát cho nhö sau : (
ñôn vò : traêm ngaøn ñoàng/a ). Haõy laäp keá hoaïch troàng hoa sao cho thu ñöôïc lôïi nhuaän
nhieàu nhaát.

                                           C  =




















101015
121296
9810

Giaûi baøi toaùn tìm keá hoaïch toái öu.
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Ñaùp soá  Xopt =
















004040
030300

300010
 hay Xopt =

















003050
020400

301000
fmax = 200.000.000 ñoàng

Baøi 3.10 Giaûi baøi toaùn vaän taûi cho bôûi baûng sau: ( f min )
Thu

Phaùt
B1

60
B2

70
B3

40
B4

30
A1 : 100 2 1 4 3
A2 : 80 5 3 2 6
A3 : 20 6 2 1 5

Baøi 3.11  Baøi toaùn vaän taûi ñöôïc cho bôûi baûng ( f min )

Thu
Phaùt

10 30 50

25 7 6 5
10 2 1 4
45 3 5 2

a) Laäp moâ hình baøi toaùn.
b) Moâ hình seõ nhö theá naøo neáu traïm thu thöù hai phaûi nhaän ñuû haøng?
c) Giaûi baøi toaùn trong hai tröôøng hôïp.

Baøi 3.12  Ñaïi hoäi theá vaän ñöôïc toå chöùc ñoàng loaït cuøng ngaøy ôû 4 ñòa ñieåm. Caùc nhu
caàu vaät chaát (taán) ñöôïc phaùt ñi töø 3 ñòa ñieåm. Caùc döõ lieäu veà yeâu caàu thu phaùt vaø cöï
ly (km) ñöôïc cho trong baûng döôùi. Do ñaëc ñieåm cuûa caùc phöông tieän vaät chaát,  thôøi
gian vaø phöông tieän vaän taûi, neân khoâng theå chuyeån quaù xa treân 150 km. Tìm phöông
aùn chuyeân chôû sao cho toång soá T.km laø nhoû nhaát.

Thu
Phaùt

15 10 17 18

20 160 50 100 70
30 100 200 30 60
10 50 40 30 50

Baøi 3.13 Moät xí nghieäp cô khí coù 3 coâng nhaân A, B, C phaûi ñöùng 3 maùy tieän I, II, III
ñeå saûn xuaát moät loaïi chi tieát maùy. Naêng suaát cuûa moãi coâng nhaân ñoái vôùi moãi loaïi
maùy (chi tieát/ ngaøy) ñöôïc cho trong baûng sau ñaây.

Maùy
           N.suaát
C.nhaân

I
1

II
1

III
1

A : 1 19 21 25
B : 1 20 18 24
C : 1 17 26 18
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Laäp phöông aùn phaân coâng caùc coâng nhaân ñöùng maùy sao cho toång soá chi tieát saûn xuaát
ñöôïc trong ngaøy laø lôùn nhaát.

a) Laäp moâ hình baøi toaùn.
b) Moâ hình seõ thay ñoåi theá naøo neáu coâng nhaân B khoâng ñöùng ñöôïc maùy I.
c) Giaûi baøi toaùn trong hai tröôøng hôïp.

Baøi 3.14
Ñeå chuaån bò haøng baùn vaøo dòp teát nguyeân ñaùn, ñoäi vaän taûi phaûi chuyeån haøng töø 4 xí
nghieäp: A, B, C, D ñeán 5 cöûa haøng: C1, C2, C3, C4, C5. Soá taán haøng caàn ôû caùc cöûa
haøng, cöï ly giöõa caùc xí nghieäp vaø caùc cöûa haøng (km) ñöôïc cho trong baûng:

CH
XN

C1

10
C2

10
C3

10
C4

20
C5

20
A : 5 5 1 4 6 7
B : 15 3 4 2 7 8
C : 20 4 3 1 7 9
D : 30 6 5 4 9 11

Muoán coù keá hoaïch vaän chuyeån sao cho toång soá T.km laø nhoû nhaát.

a) Giaûi baøi toaùn

b) Giaûi baøi toaùn trong tröôøng hôïp caây caàu A vöøa bò ñoå maø tuyeán ñöôøng töø A ñeán C2

vaø töø C ñeán C3 ñeàu phaûi qua caàu naøy.

Baøi 3.15 Moät coâng ty cô khí kyù hôïp ñoàng giao cho khaùch haøng  7 saûn phaåm loaïi A1,
8 saûn phaåm loaïi A2, 5 saûn phaåm loaïi A3 trong thôøi gian 1 thaùng.  Coâng ty coù 3 xí
nghieäp I, II, III vaøø xí nghieäp II khoâng saûn xuaát ñöôïc saûn phaåm A2. Naêng löïc saûn xuaát
moãi xí nghieäp I, II, III trong thôøi gian 1 thaùng laàn   löôït laø 9 saûn  phaåm, 5 saûn  phaåm,
6 saûn  phaåm. Lôïi nhuaän thu ñöôïc treân moãi saûn  phaåm do caùc xí nghieäp saûn xuaát ra
ñöôïc cho trong baûng sau ( ñôn vò tính: 15.000.000 ñoàng/saûn phaåm).

           X.Nghieäp
 S.Phaåm

I
9

II
5

III
6

A1: 7 9 5 10
A2: 8 5 -- 6
A3: 5 7 4 4

Hoûi  phaûi phaân coâng caùc xí nghieäp saûn xuaát nhö theá naøo ñeå thöïc hieän ñöôïc hôïp ñoàng
vôùi lôïi nhuaän lôùn nhaát vaø cho bieát soá tieàn lôïi nhuaän  thu ñöôïc ñoù?

Baøi 3.16

Giaûi baøi toaùn vaän taûi (f min) sau ñaây vôùi ñieàu kieän traïm B1 phaûi thu ñuû haøng.
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               Thu

Phaùt

B1

70

B2

80

B3

65

B4

85

A1: 90 6 7 4 5
A2:100 5 4 6 7
A3: 50 8 5 6 6,5

Baøi 3.17 Giaûi baøi toaùn vaän taûi (f max) sau ñaây vôùi ñieàu kieän traïm B2 phaûi thu ñuû
haøng.

               Thu

Phaùt

B1

80

B2

120

B3

100

A1:140 7 5,5 8

A2:110 5 6 5,5

Baøi 3.18   Moät coâng ty coù 3 nhaø maùy ñaët taïi 3 ñòa ñieåm khaùc nhau ñeå saûn xuaát ra
cuøng moät loaïi saûn phaåm. Coâng suaát (saûn phaåm/thaùng) vaø chi phí saûn suaát (ngaøn
ñoàng/saûn phaåm) taïi moãi nhaø maùy ñöôïc cho trong baûng sau:

Nhaø maùy Coâng suaát Chi phí saûn xuaát

A1

A2

A3

100 000
150 000
200 000

24
22
23

Caùc saûn phaåm cuûa coâng ty ñöôïc phaân phoái ñeán 4 toång ñaïi lyù vôùi möùc tieâu thuï vaø giaù
baùn (ngaøn ñoàng/saûn phaåm) nhö sau:

Toång ñaïi lyù Khaû naêng tieâu thuï Giaù baùn
B1

B2

B3

B4

70 000
95 000

145 000
100 000

32
31
30
33

Giaù cöôùc vaän chuyeån moät saûn phaåm töø caùc nhaø maùy ñeán caùc toång ñaïi lyù ñöôïc cho
trong baûng sau:

         Toång ñaïi lyù
Nhaø maùy

B1 B2 B3 B4

A1 5 4 1 5

A2 6 4 4 6

A3 3 3 2 3
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a) Haõy laäp moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn xaùc ñònh keá hoaïch saûn xuaát vaø phaân
phoái saûn phaåm töø caùc nhaø maùy ñeán caùc toång ñaïi lyù trong moät thaùng sao cho
toång lôïi nhuaän cuûa coâng ty lôùn nhaát.

b) Xaùc ñònh keá hoaïch saûn xuaát vaø phöông aùn phaân phoái saûn phaåm toái öu cuûa
coâng ty.

Ñaùp soá  b)

 Nhaø maùy A1 saûn xuaát 100 000 saûn phaåm vaø phaân phoái heát ñeán toång ñaïi lyù B3.

 Nhaø maùy A2 saûn xuaát 110 000 saûn phaåm vaø phaân phoái ñeán toång ñaïi lyù B2    95
000 saûn phaåm, B3  15 000 saûn phaåm.

 Nhaø maùy A3 saûn xuaát 200 000 saûn phaåm vaø phaân phoái ñeán toång ñaïi lyù B1    70
000 saûn phaåm, B3  30 000 saûn phaåm, B4  100 000 saûn phaåm.

 Toång lôïi nhuaän toái ña: 2 305 000 000 ñoàng
Caâu hoûi traéc nghieäm

(choïn 1 trong 4 caâu:A, B, C, D)
Caâu 1  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?

A) Baøi toaùn vaän taûi caân baèng thu phaùt luoân coù PATÖ.
B) Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn vaän taûi caân baèng thu phaùt luoân coù PATÖ.
C) Haøm muïc tieâu cuûa baøi toaùn vaän taûi luoân bò chaën.
D)  Phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn vaän taûi luoân duy nhaát.

Caâu 2  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?
A) Baøi toaùn vaän taûi khoâng caân baèng thu phaùt luoân coù PATÖ.
B) Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn vaän taûi khoâng caân baèng thu phaùt luoân coù

PATÖ.
C) Haøm muïc tieâu cuûa baøi toaùn vaän taûi khoâng caân baèng thu phaùt luoân bò chaën.
D) Phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn vaän taûi khoâng caân baèng thu phaùt luoân duy nhaát.

Caâu 3  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?
A) Baøi toaùn vaän taûi haøm muïc tieâu cöïc ñaïi caân baèng thu phaùt luoân coù PATÖ.
B) Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn vaän taûi haøm muïc tieâu cöïc ñaïi caân baèng thu phaùt

luoân coù PATÖ.
C) Haøm muïc tieâu cuûa baøi toaùn vaän taûi haøm muïc tieâu cöïc ñaïi luoân bò chaën.
D)  Phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn vaän taûi haøm muïc tieâu cöïc ñaïi luoân duy nhaát.

Caâu 4  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?
A) Baøi toaùn vaän taûi haøm muïc tieâu cöïc ñaïi caân baèng thu phaùt luoân coù PATÖ.
B) Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn vaän taûi haøm muïc tieâu cöïc ñaïi caân baèng thu phaùt luoân

coù PATÖ.
C) Baøi toaùn vaän taûi coù oâ caám luoân coù phöông aùn toái öu duy nhaát.
D) Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä luoân coù PATÖ.
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Chöông 4

BAØI TOAÙN SAÛN XUAÁT ÑOÀNG BOÄ

§ 1 NOÄI DUNG VAØ TÍNH CHAÁT BAØI TOAÙN SAÛN XUAÁT ÑOÀNG BOÄ

1.1. Noäi dung vaø moâ hình toaùn hoïc cuûa baøi toaùn.

Giaû söû moät loaïi saûn phaåm ñöôïc laép raùp bôûi n chi tieát khaùc nhau C1, C2, ..., Cn vaø
moãi saûn phaåm caàn ñuùng 1 chi tieát moãi loaïi. Tham gia vaøo quaù trình saûn xuaát ra caùc
chi tieát naøy coù m loaïi maùy  M1, M2, ...., Mm vaø moãi loaïi coù ñuùng 1 caùi. Goïi cij  laø
naêng suaát cuûa maùy Mi khi duøng ñeå saûn xuaát chi tieát Cj ( tính theo ñôn vò thôøi gian
coù theå laø giôø, ngaøy, ca, tuaàn, thaùng,...). Ñeå cho tieän trình baøy, ta qui öôùc naêng suaát
tính theo ca. Ma traän C =  

nmijc


goïi laø ma traän naêng xuaát (cij 0) .  Haõy boá trí thôøi

gian laøm vieäc cho caùc maùy sao cho toång thaønh phaåm thu ñöôïc trong moät ca laø lôùn
nhaát.

 Phaân tích baøi toaùn:  Goïi xij laø khoaûng thôøi gian (tính theo ñôn vò laø ca) maùy Mi

saûn xuaát chi tieát Cj  (i = m,1  ; j = n,1  ) vaø z laø toång soá saûn phaåm laép raùp ñöôïc.

 Toång soá saûn phaåm taïo ra nhieàu nhaát: f(z,x) = z max

 Caùc maùy söû duïng heát caû ca laøm vieäc: 


n

1j
ijx  = 1  , i = m,1

 Soá saûn phaåm laép raùp ñöôïc khoâng vöôït quaù soá chi tieát moãi loaïi saûn xuaát ñöôïc

trong ca: 0xcz
m

1i
ijij 



, j = n,1

Ta coù moâ hình toaùn hoïc laø tìm (z,x) = (z,xij) sao cho: ( ta goïi baøi toaùn naøy laø (P) )

                         (1)  f(z,x) = z max

                          (2)






















n1,j,0xcz

m,1i,1x

m

1i
ijij

n

1j
ij

                          (3)  z  0 ; xij  0 (i = m,1 , j = n,1 )
Moãi boä (z,xij ) thoûa (2) vaø (3) goïi laø moät phöông aùn. Phöông aùn thoûa (1) goïi laø
PATÖ.

1.2. Ñaët baøi toaùn döôùi daïng baûng.

Baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä laø baøi toaùn QHTT. Nhöng do noù coù daïng ñaëc bieät neân
ngöôøi ta khoâng giaûi baèng phöông phaùp ñôn hình maø giaûi baèng phöông phaùp khaùc.
Ñeå thuaän tieän cho vieäc trình baøy thuaät toaùn naøy, ta bieåu dieãn baøi toaùn daïng baûng
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vôùi ma traän naêng suaát laø C =  
nmijc


. Taát caû caùc khaùi nieäm veà oâ, voøng,... töông töï

baøi toaùn vaän taûi.

       Chi tieát
Maùy

C1

1
C2

1
…

Cj

1
…

Cn

1

M1 : 1 c11

        x11

c12

        x12
… c1j

        x1j
… c1n

         x1n

M2: 1
c21

        x21

c22

        x22
… c2j

         x2j
… c2n

         x2n

 … …

Mi: 1
ci1

         xi1

ci2

         xi2
… cij

          xij
… cin

          xin

… …

Mm : 1 cm1

        xm1

cm2

        xm2
… cmj

        xmj
… cmn

        xmn

1.3. Tính chaát baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä.

 Tính chaát 1: Baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä luoân coù PATÖ.

Chöùng minh

 Baøi toaùn SXÑB coù phöông aùn laø: z = 0 , xij =







1j0,
1j,1

 Baøi toaùn SXÑB coù haøm muïc tieâu bò chaën treân: f(z,x)  m.maxcij

Vaäy baøi toaùn SXÑB coù PATÖ. ª

Xeùt baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä (P):

                         (1)  f(z,x) = z max

                          (2)






















n1,j,0xcz

m,1i,1x

m

1i
ijij

n

1j
ij

     (3)  z  0 ; xij  0 (i = m,1 , j = n,1 )
Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn naøy laø (D)ø:
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(1) g(u, v) = 


m

1i
iu  min

(2)
 
 













n,1j;m,1i0vcu

m,1i,1v

jiji

n

1j
j

(3) vj  0 (j = n,1 ), ui tuøy yù  (i = m,1 ).
Caùc caëp raøng buoäc ñoái ngaãu laø:





n

1j
j 1v0z

0x0vcu ijjiji   (i = m,1  ; j = n,1 )

  0v0xcz jijij  (j = n,1 )

Döïa vaøo ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu ta coù  tính chaát sau.

 Tính chaát 2: Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå phöông aùn (z,xij) cuûa baøi toaùn (P) vaø
phöông aùn (ui,vj) cuûa baøi toaùn (D) toái öu laø:

(*)  















































)3(0xczv

)2(0vcux

)1(01vz

m

1i
ijijj

jijiij

n

1j
j

Tính chaát naøy suy ra deã daøng töø ñònh lyù ñoä leäch buø yeáu.
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§2. PHÖÔNG PHAÙP ÑIEÀU CHÆNH NHAÂN TÖÛ

2.1 Cô sôû toaùn hoïc cuûa phöông phaùp.

Cô sôû toaùn hoïc ñeå giaûi baøi toaùn SXÑB laø döïa vaøo baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa noù vaø ñònh
lyù ñoä leäch buø yeáu. Töùc laø, ta ñi tìm moät phöông aùn (z,xij) cuûa baøi toaùn SXÑB vaø
moät phöông aùn (ui,vj) cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa noù thoûa heä (*) trong tính chaát 2. YÙ
töôûng phöông phaùp naøy gioáng nhö thuaät toaùn theá vò trong baøi toaùn vaän taûi nhöng
khaùc nhau ôû trình töï thöïc hieän nhö sau:

Phöông phaùp theá vò

 Tìm moät phöông aùn cô baûn cuûa baøi
toaùn vaän taûi.

 Döïa vaøo phöông aùn cô baûn baøi
toaùn vaän taûi ñeå tìm heä thoáng theá vò
(ui,vj).

 Neáu heä thoáng theá vò naøy thoûa ñieàu
kieän laø phöông aùn baøi toaùn ñoái
ngaãu töông öùng thì döøng. (stop)

 Neáu heä thoáng theá vò chöa thoûa ñieàu
kieän laø phöông aùn cuûa baøi toaùn
ñoái ngaãu thì quay trôû laïi ñieàu chænh
phöông aùn cô baûn baøi toaùn vaän taûi.

Phöông phaùp ñieàu chænh nhaân töû

 Tìm heä thoáng nhaân töû (ui,vj) thoûa
ñieàu kieän laø phöông aùn baøi toaùn
ñoái ngaãu.

 Döïa vaøo heä thoáng nhaân töû tìm moät
“Giaû phöông aùn “ cuûa baøi toaùn
SXÑB.

 Neáu “Giaû phöông aùn “ naøy thoûa
ñieàu kieän laø phöông aùn cuûa baøi
toaùn SXÑB thì döøng.(stop)

 Neáu “Giaû phöông aùn “ naøy chöa
thoûa ñieàu kieän laø phöông aùn cuûa
baøi toaùn SXÑB thì quay trôû laïi
ñieàu chænh nhaân töû.

2.2. Thuaät toaùn ñieàu chænh nhaân töû:

Böôùc 1 Xaây döïng heä thoáng nhaân töû caùc oâ choïn.

 1a) Tìm caùc nhaân töû vaø oâ choïn ñaàu tieân:  Neáu cpq = max cij / i = m,1  ; j = n,1  thì
(p,q) laø oâ choïn ñaàu tieân, up = cpq, vq= 1.  Tieáp theo thöïc hieän luaân phieân hai
böôùc 1b) vaø 1c).

 1b) Tìm nhaân töû coät vaø oâ choïn tieáp theo: Neáu haøng k ñaõ coù nhaân töû tìm treân haøng
naøy ckt thoûa ckt = maxckj : coät j chöa coù nhaân töû .  Khi ñoù nhaân töû coät t xaùc

ñònh  nhö sau:  vt = min









0cvaøtöûnhaâncoùñaõi  haøng:
c
u

it
it

i =
xt

x

c
u

OÂ (x,t) laø oâ choïn tieáp theo.
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 1c) Tìm nhaân töû haøng vaø oâ choïn tieáp theo: Neáu coät s  ñaõ coù nhaân töû tìm treân coät
naøy crs thoûa crs = maxcis : haøng i chöa coù nhaân töû . Khi ñoù nhaân töû haøng r
xaùc ñònh nhö sau:   ur = max  töûnhaâncoùñaõjcoät:vc jrj = yryvc

OÂ (r,y) laø oâ choïn tieáp theo.
Hai böôùc 1b), 1c) ñöôïc thöïc hieän cho ñeán khi moïi haøng vaø moïi coät ñeàu coù nhaân töû.
Sang böôùc 2.

Böôùc 2 Tìm moät giaû phöông aùn (z,xij ) cuûa baøi toaùn SXÑB.

Goïi S laø taäp caùc oâ choïn.  Ñaët z =







n

1j
j

m

1i
i

v

u
 ,   tìm  xij (i = m,1  ; j = n,1 ) thoûa



































Sj)(i,vôùi,0x

Sj)(i,vôùi
n1,j,zxc

m,1i,1x

ij

m

1i
ijij

n

1j
ij

Böôùc 3 Kieåm tra tính toái öu.
 Neáu xij  0 , (i,j)  S thì giaû phöông aùn (z,xij) laø PATÖ cuûa baøi toaùn SXÑB.
 Neáu toàn taïi oâ (i,j)  S maø xij < 0 thì sang böôùc 4.

Böôùc 4 Ñieàu chænh nhaân töû ñeå tìm giaû phöông aùn môùi .

 4a) Tìm oâ ñöa ra: OÂ ñöa ra laø oâ coù xij < 0 nhoû nhaát. Giaû söû ñoù laø oâ (io, jo).

 4b) Tìm haøng vaø coät ñieàu chænh:
 Ñaùnh daáu “+” vaøo haøng io vaø ñaùnh daáu “-“ vaøo coät jo.
 Treân haøng i ñaõ ñaùnh daáu “+”, ta ñaùnh daáu “+” cho coät coù oâ choïn treân

haøng naøy vaø chöa ñöôïc ñaùnh daáu.
 Treân coät j ñaõ ñaùnh daáu “+”, ta ñaùnh daáu “+” cho haøng coù oâ choïn treân coät

naøy vaø chöa ñöôïc ñaùnh daáu.
Tieáp tuïc laëp laïi vieäc ñaùnh daáu naøy cho ñeán khi khoâng coøn ñaùnh daáu ñöôïc
theâm   daáu “+” naøo nöõa. Taát caû caùc haøng vaø coät chöa ñaùnh daáu seõ ñöôïc ñaùnh
daáu “_”.

 4c) Tìm heä soá ñieàu chænh  vaø oâ ñöa vaøo:

 = min











0c),,(daáuñaùnhñöôïcoâlaøj)(i,:
vc

u
ij

jij

i =
***

*

jji

i

vc

u
, oâ (i*,j*) laø oâ

ñöa vaøo.
 4d) Söûa nhaân töû :

'u i  =




 ""daáuñaùnhi haøngneáu,u
"-"daáuñaùnhi haøngneáu,u

i

i
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'v j  =




 ""daáuñaùnhjcoätneáu,v
"-"daáuñaùnhjcoätneáu,v

j

j

Trôû laïi böôùc 2.

Ví duï 1 Giaûi baøi toaùn SXÑB sau ñaây:

    C.tieát
Maùy

C1

1
C2

1
C3

1
M1 : 1 25 71 50

M2:  1 40 80 53

M3 : 1 24 90 60

Böôùc 1 Xaây döïng heä thoáng nhaân töû caùc oâ choïn.

 1a) OÂ coù cöôùc phí lôùn nhaát laø oâ (3,2) vôùi c32 = 90, u3 = 90, v2 = 1. OÂ choïn ñaàu tieân
laø oâ (3,2).

 1b) Treân haøng 3: max c3j : j = 1, 3 = 60 = c32. Nhaân töû coät 3 laø

v3 = min









3i:
c
u

3i

i =
60
90 =1,5. OÂ choïn thöù hai laø oâ (3,3).

 1c) Treân  coät 2 :   max  ci2 : i = 1, 2 = 80 = c22. Nhaân töû haøng 2 laø
u2 =  max c2jvj  : j = 2, 3  = 80 = c22v2. OÂ choïn thöù  ba laø oâ (2,2).

 1b) Treân haøng 2: max  c2j : j = 1 = 40 =c21. Nhaân töû coät 1 laø

v1 = min









3,2i:
c
u

1æ

i  =
40
80 =2. OÂ choïn thöù  tö laø oâ (2,1).

 1c) Treân  coät 3 :   max  cæ3 : i = 1 = 50 = c13.  Nhaân töû haøng 1 laø
u1 =  max c1jvj  : j = 1, 2, 3  = 75 = c13v3. OÂ  choïn  thöù  naêm laø oâ (1,3).

      C.tieát
Maùy

C1

1
C2

1
C3

1
M1 : 1 25 71 50 u1 =75

M2:  1 40 80 53 u2 = 80

M3 : 1 24 90 60 u3 = 90

v1 = 2 v2 = 1 v3 = 1,5

Böôùc 2 Xaùc  ñònh  giaû  phöông  aùn
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z =
5,112
908075


 =

9
490 , S =(1,3); (2,1); (2,2); (3,2); (3,3),  xij = 0  (i,j)  S.

Laäp heä phöông trình

























9/490x60x50
9/490x90x80

9/490x40
1xx
1xx

1x

3313

3222

21

3332

2221

13

 Giaûi heä naøy ta ñöôïc : x13 = 1, x33 = 2/27, x32 = 25/27, x22 = -13/36, x21= 49/36.

      C.tieát
Maùy

C1

1
C2

1
C3

1
M1 : 1 25 71 50

1
u1 =75

M2:  1 40
49/36

80
-13/36

53 u2 = 80

M3 : 1 24 90
25/27

60
2/27

u3 = 90

v1 = 2 v2 = 1 v3 = 1,5

Böôùc 3  Coøn oâ (2,2) coù x22 = -13/36 < 0 neân giaû phöông aùn naøy chöa laø phöông aùn.

Böôùc 4   Ñieàu chænh nhaân töû.

 OÂ ñöa ra laø oâ (2,2).

 Ñaùnh daáu “+” vaøo haøng 2, ñaùnh daáu “-“ vaøo coät 2. Döïa vaøo haøng 2 vaø oâ choïn
(2,1) ta ñaùnh daáu “+”  vaøo coät 1. Caùc haøng vaø coät coøn laïi ñaùnh daáu “-“.

     C.tieát
Maùy

C1

1
C2

1
C3

1
M1 : 1 25 71 50

1
u1 =75”-“

M2:  1 40
49/36

80
-13/36

53 u2 = 80”+”
 = 1,5

M3 : 1 24 90
25/27

60
2/27

u3 = 90”-“

v1 = 2
“+”
 = 1,5

v2 = 1
“-“

v3 = 1,5
“-“
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  = min








2.24
90,

2.25
75  = 1,5 =

111

1

vc
u . OÂ ñöa vaøo laø oâ (1,1).

 Nhaân u2 cho 1,5; nhaân v1 cho 1,5 ta ñöôïc heä thoáng nhaân töû vaø oâ choïn môùi laø
     C.tieát

Maùy
C1

1
C2

1
C3

1
M1 : 1 25

           x
71 50

            x
u1 =75

M2:  1 40
           x

80 53 u2 = 120

M3 : 1 24 90
             x

60
      x

u3 = 90

v1 = 3 v2 = 1 v3 = 1,5

S =(1,3); (2,1); (1,1); (3,2); (3,3)

Böôùc 2 Xaùc  ñònh  giaû  phöông  aùn

z =
5,113
9012075


 =

11
570 , xij = 0  (i,j)  S.  Laäp heä phöông trình
























11/570x60x50
11/570x40x25

11/570x90
1xx
1x
1xx

3313

2111

32

3332

21

1311

 Giaûi heä naøy ta ñöôïc : x21 = 1,  x11 = 26/55, x13 =29/55 , x33 = 14/33, x32 = 19/33.

Ñeán ñaây xij  0  ( 1,3j,3,1i  ) neân giaû phöông aùn naøy laø PATÖ baøi toaùn SXÑB.

Vaäy PATÖ cuûa baøi toaùn SXÑB laø :

     C.tieát
Maùy

C1

1
C2

1
C3

1
M1 : 1 25

26/55
71 50

29/55
M2:  1 40

1
80 53

M3 : 1 24 90
14/33

60
19/33

Toång saûn phaån saûn xuaát ñöôïc trong ca laø z =
11

570 .

Ví duï 2
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Moät coâng ty may maëc  kyù hôïp ñoàng giao cho khaùch haøng 50.000 boä quaàn aùo  (moãi boä
goàm 1 quaàn, 1 aùo). Coâng ty coù hai xí nghieäp I vaø II vôùi naêng suaát  trung bình cuûa moãi xí
nghieäp khi saûn xuaát quaàn, aùo  ñöôïc cho trong baûng sau ( quaàn/ngaøy, aùo/ngaøy)

     S.Phaåm
X.Nghieäp

Quaàn
1

AÙo
1

XN I: 1 440 420
XN II: 1 500 480

a) Hoûi phaûi phaân coâng thôøi gian saûn xuaát cuûa caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå trong moät
ngaøy taïo ra ñöôïc nhieàu boä quaàn aùo  nhaát ? Öôùc tính thôøi gian trung bình ñeå coâng ty
saûn xuaát ñuû soá quaàn aùo hoaøn thaønh hôïp ñoàng.

b) Trong thöïc teá cuûa daây chuyeàn saûn xuaát, ñeå thuaän tieän cho vieäc cung caáp nguyeân vaät
lieäu vaø toå chöùc saûn xuaát, moãi xí nghieäp khoâng theå vöøa saûn xuaát quaàn aùo trong taát caû
caùc ngaøy laøm vieäc, maø phaûi saûn xuaát quaàn (hoaëc aùo)  xong   roài môùi chuyeån sang saûn
xuaát aùo (hoaëc quaàn). Hoûi phaûi phaân coâng trình töï saûn xuaát quaàn aùo cho caùc xí
nghieäp nhö theá naøo ñeå thuaän tieän cho vieäc toå chöùc saûn xuaát vaø hoaøn thaønh hôïp ñoàng
sôùm nhaát?

Giaûi
Ñaây laø baøi toaùn daïng “Baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä”, moãi boä goàm 1 quaàn vaø 1 aùo.
1a)   125002,1;2,1:max cjicij   neân  oâ choïn ñaàu tieân laø oâ (1,2), 5002 u , 11 v

1b) Chæ coøn coät 2 chöa coù nhaân töû neân 2t  vaø nhaân töû coät 2 laø

24
25

480
500min

22

2
2 










c
uv

     OÂ (2,2) laø oâ choïn tieáp theo.
1c) Chæ coøn haøng 1 chöa coù nhaân töû neân 1r  vaø nhaân töû haøng 1 laø

  4402,1:max 11  jvcu jj

     OÂ (1,1) laø oâ choïn tieáp theo.

Tính ñöôïc :
49

22560

24
251

500440





z 460,408

             S.Phaåm
X.Nghieäp

Quaàn
1

AÙo
1

XN I: 1 440 
111 x

420
012 x

4401 u

XN II: 1 500 

49
2

21 x

480 

49
47

22 x

5002 u

11 v
24
25

2 v
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Tính ñöôïc 111 x  0, 012 x  0,
49
2

21 x  0,
49
47

22 x  0  neân giaû phöông aùn naøy laø

phöông aùn toái öu.

Thôøi gian trung bình ñeå coâng ty saûn xuaát ñuû soá quaàn aùo  hoaøn thaønh hôïp

ñoàng: 6,108

49
22560
50000

T  ngaøy

b) 6,1081111  TxX ; 01212  TxX ; 43,4
141
625

2121  TxX ;

16,104
6

625
2222  TxX

             S.Phaåm
X.Nghieäp

Quaàn
1

AÙo
1

XN I: 1 440
6,10811 X

420
012 X

XN II: 1 500

43,4
141
625

21 X

480

16,104
6

625
22 X

Phaân coâng trình töï saûn xuaát quaàn aùo cho caùc xí nghieäp nhö sau: Xí nghieäp I chæ saûn
xuaát quaàn, (khoaûng 108,6 ngaøy); xí nghieäp II saûn xuaát aùo tröôùc (khoaûng 104,16
ngaøy- ñuû 50.000 aùo), sau ñoù chuyeån sang saûn xuaát quaàn (khoaûng 4,43 ngaøy- cuøng
xí nghieäp I saûn xuaát ñuû 50.000 quaàn).
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§ 3  TRÖÔØNG HÔÏP TOÅNG QUAÙT CUÛA BAØI TOAÙN
SAÛN XUAÁT ÑOÀNG BOÄ

Trong muïc § 1  ta giaû thieát raèng moãi loaïi maùy chæ coù 1 chieác vaø moãi saûn phaåm chæ
goàm 1 chi tieát moãi loaïi. Trong muïc naøy , ta xeùt baøi toaùn toång quaùt : Maùy Mi  coù ri

chieác ( i = m,1 ) vaø moãi saûn phaåm caàn sj chi tieát Cj  ( j = n,1  ).

 Tröôøng hôïp maùy Mi coù ri chieác vaø naêng suaát 1 maùy khi saûn xuaát chi tieát Cj

laø cij . Khi ñoù ta xem ri chieác maùy naøy nhö “ moät chieác maùy “ '
iM qui öôùc coù

naêng suaát laø '
ijC  = ricij.

 Tröôøng hôïp  moãi saûn phaåm caàn sj chi tieát Cj , khi ñoù ta xem sj chi tieát Cj nhö

“moät chi tieát” '
jC qui öôùc vaø naêng suaát so vôùi tröôùc laø

j

ij'
ij s

c
C  .

 Keát hôïp hai tröôøng hôïp treân ta ñöôïc : Baøi toaùn maùy Mi coù ri  chieác, moãi saûn
phaåm caàn sj chi tieát Cj , ma traän naêng suaát ( cij )mxn ñöôïc ñöa veà baøi toaùn
maùy '

iM  coù 1 chieác, moãi saûn phaåm caàn 1 chi tieát '
jC , ma traän naêng suaát quy

öôùc  ( '
ijC  )mxn vôùi

j

iji'
ij s

cr
C   . Töùc laø, khi nhaân haøng i cho ri vaø chia coät j cho sj

thì ta ñöa baøi toaùn SXÑB toång quaùt veà baøi toaùn SXÑB maø moãi maùy coù ñuùng 1
chieác vaø moãi saûn phaåm caàn ñuùng 1 chi tieát moãi loaïi. Phöông aùn toái öu hai baøi
toaùn nhö nhau.

Ví duï 3   Giaûi baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä sau

           C.tieát
Maùy

C1

2
C2

1
C3

2
M1 : 1 10 6 8

M2 : 3 8 3 6

M3 : 2 5 4 7

Giaûi

Tröôùc tieân, ta ñöa baøi toaùn veà daïng moãi maùy coù moät chieác vaø moãi saûn phaåm caàn
ñuùng 1 chi tieát moãi loaïi. Nhaân haøng 2 cho 3, haøng 3 cho 2 ; chia coät 1 cho 2, coät 3
cho 2 ta ñöôïc baøi toaùn quy öôùc.
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        C.tieát
Maùy

'
1C

1

'
2C

1

'
3C

1
'
1M        1 5 6


4 u1 = 8

'
2M        1 12


9


9


u2 = 12

'
3M        1 5 8


7 u3 = 32/3

v1 = 1 v2 = 12/9 v3 = 12/9

Böôùc 1  Xaây döïng heä thoáng nhaân töû caùc oâ choïn.
 1a) OÂ coù cöôùc phí lôùn nhaát laø oâ ( 2.1 )  vôùi c21 = 12 , u2 = 12, v1 = 1. OÂ choïn ñaàu

tieân laø oâ ( 2,1 ).
 1b) Treân haøng 2 : max c2j : j = 2, 3  = 9 = c22. Nhaân töû coät 2 laø

v2 = min 
2i

i

c
u  : i = 2 =

9
12  =

3
4 .  OÂ choïn thöù 2 laø oâ ( 2,2 ).

 1c) Treân  coät  2 :  max Ci2 : i = 1, 3  = 8 = c32.  Nhaân töû haøng 3 laø

u3 = maxc3j vj : j = 1, 2  = 8.
9

12 = 32/3 = c32 . v2 . OÂ choïn thöù 3 laø ( 3,2 ).

 1b) Treân  haøng  3 :   max c3j : j = 3  = 7  =  c33. Nhaân töû coät 3 laø

v3 = min
3i

i

c
u  : i = 2, 3  =

9
12  =

23

2

c
u  . OÂ  choïn  thöù  tö  laø  ( 2,3 ).

 1c) Chæ coøn xaùc ñònh nhaân töû haøng 1: u1 = max c1j vj : j = 1, 2, 3  = 8. OÂ choïn
thöù  naêm  laø ( 1,2)

Böôùc 2  Xaùc ñònh giaû phöông aùn

    Z   =

3
4

3
41

3
32128




  =

11
92 .  S  = ( 1,2 ); ( 2,1 ); ( 2,2 ); ( 2,3 ); (3,2 )

xij  = 0 , (i,j)  S.  Laäp heä phöông trình

























11/92x8x9x6
11/92x9

11/92x.12
1x

1xxx
1x

322212

23

21

32

232221

12

Do  x12  = 1 , x32 =1  vaø phöông trình cuoái cuøng ta ñöôïc  x22 < 0 neân giaû phöông aùn
naøy chöa laø phöông aùn.

Böôùc 4   Ñieàu chænh nhaân töû.



Quy hoaïch Tuyeán tính 153

 OÂ ñöa ra laø oâ (2,2).

 Ñaùnh daáu “+” vaøo haøng 2, ñaùnh daáu “-“ vaøo coät 2. Döïa vaøo haøng 2 vaø oâ choïn
(2,1), (2,3) ta ñaùnh daáu “+”  vaøo coät 1,coät 3. Caùc haøng vaø coät coøn laïi ñaùnh
daáu “-“.

        C.tieát
Maùy

'
1C

1

'
2C

1

'
3C

1
'
1M        1 5 6  4 u1 = 8 “-”

'
2M        1 12  9  9  u2 = 12”+”

'
3M        1 5 8  7 u3 = 32/3 “-“

v1 = 1
“+”

v2 = 12/9
“-”

v3 = 12/9
“+”

 Caùc oâ (-,+) goàm (1,1), 1,3), (3,1), (3,3)

 = min








3/4.7.3
32;

5.3
32;

3/4.4
8;

1.5
8  =

7
8  =

333

3

vc
u . OÂ ñöa vaøo laø oâ (3,3).

 Nhaân u2 cho
7
8  ; nhaân v1 , v3  cho

7
8  ta ñöôïc heä thoáng nhaân töû vaø oâ choïn môùi

laø

        C.tieát
Maùy

'
1C

1

'
2C

1

'
3C

1
'
1M        1 5 6  4 u1 = 8

'
2M        1 12  9 9  u2 = 7

96

'
3M        1 5 8  7  u3 = 32/3

v1 = 7
8 v2 = 4/3 v3 = 21

32

Z   =

21
32

3
4

7
8

3
32

7
968




  =

21
170 .  S  = ( 1,2 ); ( 2,1 ); ( 2,2 ); ( 2,3 ); (3,2 )

xij  = 0 , (i,j)  S.  Laäp heä phöông trình
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























21/170x8x6
21/170x7x9

21/170x.12
1xx
1xx

1x

3212

3323

21

3332

2321

12

Giaûi heä naøy ta ñöôïc : x12 = 1,  x21 = 85/126, x23 =41/126 , x33 = 31/42, x32 = 11/42.

Ñeán ñaây xij  0  ( 1,3j,3,1i  ) neân giaû phöông aùn naøy laø PATÖ baøi toaùn SXÑB.

Vaäy PATÖ cuûa baøi toaùn SXÑB laø :

           C.tieát
Maùy

C1

2
C2

1
C3

2
M1 : 1 10 6

1
8

M2 : 3 8
85/126

3 6
41/126

M3 : 2 5 4
11/42

7
31/42

Toång saûn phaån saûn xuaát ñöôïc trong ca laø z =
21

170 .

Ví duï 4 Moät coâng ty ñoà goã  kyù hôïp ñoàng giao cho moät heä thoáng khaùch saïn 540 boä baøn
gheá tuû  (moãi boä goàm 1 baøn, 4 gheá, 1 tuû). Coâng ty coù hai xí nghieäp I vaø II vôùi naêng suaát
trung bình cuûa moãi xí nghieäp khi saûn xuaát baøn, gheá, tuû ñöôïc cho trong baûng sau (
baøn/ngaøy, gheá/ngaøy, tuû/ ngaøy)

             S.Phaåm
X.Nghieäp

baøn
1

gheá
4

Tuû
1

XN I: 1 40 80 28
XN II: 1 32 72 20

a) Hoûi phaûi phaân coâng thôøi gian saûn xuaát cuûa caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå trong moät
ngaøy taïo ra ñöôïc nhieàu boä baøn gheá tuû  nhaát ? Öôùc tính thôøi gian trung bình ñeå coâng
ty saûn xuaát ñuû soá baøn  gheá  tuû hoaøn thaønh hôïp ñoàng.

b) Trong thöïc teá cuûa daây chuyeàn saûn xuaát, ñeå thuaän tieän cho vieäc cung caáp nguyeân vaät
lieäu vaø toå chöùc saûn xuaát, moãi xí nghieäp khoâng theå vöøa saûn xuaát baøn gheá trong taát caû
caùc ngaøy laøm vieäc, maø phaûi saûn xuaát baøn (hoaëc gheá, hoaëc tuû)  xong   roài môùi chuyeån
sang saûn xuaát gheá (hoaëc baøn, hoaëc tuû). Hoûi phaûi phaân coâng trình töï saûn xuaát baøn gheá
tuû cho caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå thuaän tieän cho vieäc toå chöùc saûn xuaát vaø hoaøn
thaønh hôïp ñoàng sôùm nhaát?

Giaûi
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Ñaây laø baøi toaùn daïng “Baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä”, moãi boä goàm 1 baøn, 4 gheá vaø 1
tuû.

Ñöa baøi toaùn veà daïng baøi toaùn SXÑB daïng chuaån

             S.Phaåm
X.Nghieäp

baøn
1

Gheá(quy öôùc)
1

Tuû
1

XN I: 1 40  20 28  401 u

XN II: 1 32  18  20 322 u

11 v
9

16
2 v 7

10
3 v

1a)   11403,2,1;2,1:max cjicij   neân  oâ choïn ñaàu tieân laø oâ (1,1), 401 u , 11 v

1b) 1k :     131 2828,20max3,2:max cjc j 

       Nhaân töû coät 3 laø
7

10
28
40min

13

1
3 










c
uv ; oâ (1,3) laø oâ choïn tieáp theo

1c) Chæ coøn haøng 2 chöa coù nhaân töû neân 2r  vaø nhaân töû haøng 2 laø

  12122 32
7

1020,32max3,1:max vcjvcu jj 






  . OÂ (21) laø oâ choïn tieáp theo.

1b) Chæ coøn coät 2 chöa coù nhaân töû neân 2t  vaø nhaân töû coät 2 laø

22

2

22

2

12

1
2 9

16
18
32,

20
40min,min

c
u

c
u

c
uv 



















     OÂ (2,2) laø oâ choïn tieáp theo.

Tính ñöôïc :
265

4536

7
10

9
161

3240





z  12,17

             S.Phaåm
X.Nghieäp

baøn
1

Gheá(quy öôùc)
1

Tuû
1

XN I: 1 40 

265
103

11 x

20
012 x

28 

265
162

13 x

401 u

XN II: 1 32 

265
13

21 x

18 

265
252

22 x

20
023 x

322 u

11 v
9

16
2 v 7

10
3 v
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Tính ñöôïc
265
103

11 x  0, 012 x  0,
265
162

13 x 0 ,
265
13

21 x  0,
265
252

22 x  0,

023 x 0   neân giaû phöông aùn naøy laø phöông aùn toái öu.

Thôøi gian trung bình ñeå coâng ty saûn xuaát ñuû soá quaàn aùo  hoaøn thaønh hôïp

ñoàng: 54,31
42

1325

265
4536
540

T  ngaøy

b) 26,12
42

515
1111  TxX ; 01212  TxX ; 28,19

7
135

1313  TxX ;

54,1
42
65

2121  TxX ; 302222  TxX   , 023 X

             S.Phaåm
X.Nghieäp

baøn
1

gheá
4

Tuû
1

XN I: 1 40
26,12

42
515

11 X

80
012 X

28
28,19

7
135

13 X

XN II: 1 32
54.1

42
65

21 X

72
3022 X

20
023 X

Phaân coâng trình töï saûn xuaát baøn gheá tuû cho caùc xí nghieäp nhö sau: Xí nghieäp I saûn
xuaát tuû tröôùc (khoaûng 19,28 ngaøy-ñuû 540 tuû), sau khi saûn xuaát tuû xong seõ chuyeån
sang saûn xuaát baøn(khoaûng 12,26 ngaøy); xí nghieäp II saûn xuaát gheá tröôùc (khoaûng 30
ngaøy- ñuû 2160 gheá), sau khi saûn xuaát gheá xong seõ chuyeån sang saûn xuaát baøn
(khoaûng 1,54 ngaøy- cuøng xí nghieäp I saûn xuaát ñuû  540 baøn).
Ví duï 5

 Moät coâng ty ñoà goã  kyù hôïp ñoàng giao cho moät tröôøng hoïc 820 boä baøn gheá  (moãi boä
goàm 1 baøn, 3 gheá). Coâng ty coù hai xí nghieäp I vaø II vôùi naêng suaát  trung bình cuûa
moãi xí nghieäp khi saûn xuaát baøn, gheá  ñöôïc cho trong baûng sau ( baøn/ngaøy,
gheá/ngaøy)

             S.Phaåm
X.Nghieäp

baøn
1

gheá
3

XN I: 1 40 64
XN II: 1 32 48

a) Hoûi phaûi phaân coâng thôøi gian saûn xuaát cuûa caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå trong
moät ngaøy taïo ra ñöôïc nhieàu boä baøn gheá  nhaát ? Öôùc tính thôøi gian trung bình
ñeå coâng ty saûn xuaát ñuû soá baøn  gheá  hoaøn thaønh hôïp ñoàng.
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Trong thöïc teá cuûa daây chuyeàn saûn xuaát, ñeå thuaän tieän cho vieäc cung caáp nguyeân
vaät lieäu vaø toå chöùc saûn xuaát, moãi xí nghieäp khoâng theå vöøa saûn xuaát baøn gheá trong
taát caû caùc ngaøy laøm vieäc, maø phaûi saûn xuaát baøn (hoaëc gheá)  xong   roài môùi chuyeån
sang saûn xuaát gheá (hoaëc baøn). Hoûi phaûi phaân coâng trình töï saûn xuaát baøn gheá  cho
caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå thuaän tieän cho vieäc toå chöùc saûn xuaát vaø hoaøn thaønh
hôïp ñoàng sôùm nhaát?

Giaûi

Ñaây laø baøi toaùn daïng “Baøi toaùn saûn xuaát ñoàng boä”, moãi boä goàm 1 baøn vaø 3 gheá ,

Ñöa baøi toaùn veà daïng baøi toaùn SXÑB daïng chuaån moãi chi tieát caàn 1 ñôn vò

             S.Phaåm
X.Nghieäp

Baøn
1

Gheá(quy öôùc)
1

XN I: 1 40 

23
4

11

x

3
64



23
27

12 x

401 u
    ”+”

XN II: 1 32 
121 x

16
022 x

322 u
    “-“

11 v  “-“
8

15
2 v

“+”

1a)   11402,1;2,1:max cjicij   neân  oâ choïn ñaàu tieân laø oâ (1,1), 401 u , 11 v

1b) Chæ coøn coät 2 chöa coù nhaân töû neân 2t .

       Nhaân töû coät 2 laø
8

15
3/64

40min
12

1
2 










c
uv ; oâ (1,2) laø oâ choïn tieáp theo.

1c) Chæ coøn haøng 2 chöa coù nhaân töû neân 2r  vaø nhaân töû haøng 2 laø

  12122 32132
8

1516,132max2,1:max vcjvcu jj 






  . OÂ (2,1) laø oâ choïn

tieáp theo.

Tính ñöôïc :
23

576

8
151

3240





z  ,  )1,2(),2,1(),1,1(S
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Döïa vaøo


































Sj)(i, voi,0

Sj)(i,voi
1,2j,

2,1,1

1

1

ij

m

i
ijij

n

j
ij

x

zxc

ix

, vôùi S laø taäp caùc oâ choïn ""

Tính ñöôïc 0
23

4
11 

x ,

23
27

12 x > 0, 121 x 0 , 022 x 0 . Vì 0
23

4
11 

x   neân giaû

phöông aùn naøy khoâng laø phöông aùn toái öu.

OÂ ñöa ra laø oâ (1,1) = ),( oo ji

 = min












 )2,2(),(: ji
vC
u

jij

i = min




















8

1516

32  =
15
16  =

222

2

vc
u . OÂ ñöa vaøo laø oâ (2,2).

Söûa nhaân töû

             S.Phaåm
X.Nghieäp

Baøn
1

Gheá(quy öôùc)
1

XN I: 1 40

011 x
3

64


112 x
3

128
1 u

XN II: 1 32 

9
7

21 x

16 

9
2

22 x

322 u

11 v 22 v

Tính ñöôïc : 25
9

224
21

32
3

128





z  ,  )2,2(),1,2(),2,1(,S

Döïa vaøo


































Sj)(i, voi,0

Sj)(i,voi
1,2j,

2,1,1

1

1

ij

m

i
ijij

n

j
ij

x

zxc

ix

, vôùi S laø taäp caùc oâ choïn ""

Tính ñöôïc 0011 x , 112 x > 0,
9
7

21 x 0 ,
9
2

22 x 0   neân giaû phöông aùn naøy laø

phöông aùn toái öu.

Thôøi gian trung bình ñeå coâng ty saûn xuaát ñuû soá baøn gheá hoaøn thaønh hôïp ñoàng:

33
56

1845

9
224
820

T  ngaøy

b) 01111  TxX ; 331212  TxX ; 7,252121  TxX ; 3,72222  TxX
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             S.Phaåm
X.Nghieäp

Baøn
1

Gheá
3

XN I: 1 40
011 X

64
3312 X

XN II: 1 35
7,2521 X

48
3,722 X

Phaân coâng trình töï saûn xuaát baøn gheá cho caùc xí nghieäp nhö sau: Xí nghieäp I chæ saûn
xuaát gheá (khoaûng 33 ngaøy), xí nghieäp II saûn xuaát baøn tröôùc (khoaûng 7,25  ngaøy-ñuû
820 baøn), sau khi saûn xuaát baøn xong seõ chuyeån sang saûn xuaát gheá (khoaûng 3,7
ngaøy) (vieäc laøm troøn soá daãn ñeán sai soá khoâng ñaùng keå ).

Baøi taäp
Baøi 4.1  Giaûi baøi toaùn SXÑB cho bôûi baûng sau:

CT
M

C1

1
C2

1
C3

1

M1 : 1
29 20 40

M2 : 1
24 35 16

M3 : 1
38 22 43

Baøi 4.2  Moät coâng ty nhaän hôïp ñoàng saûn xuaát 740 giaù saùch vaø 1480 boä baøn gheá. Xí

nghieäp coù ba phaân xöôûng : I, II, III cuøng coù khaû naêng saûn xuaát caùc maët haøng treân.

Naêng suaát cuûa moãi phaân xöôûng ñoái vôùi moãi maët haøng ( giaù saùch, baøn, gheá) ñöôïc

cho bôûi ma traän.

C =
















864438
327024
804029

cij tính theo chieác/ tuaàn.

Caàn giao haøng cuøng luùc vaø caøng sôùm caøng toát. Haõy phaân coâng caùc phaân xöôûng saûn

xuaát moãi loaïi maët haøng trong phaàn thôøi gian theá naøo ñeå thöïc hieän hôïp ñoàng treân.

Baøi 4.3  Coâng ty may maëc nhaän hôïp ñoàng saûn xuaát 70.500 ba loâ du lòch ; 141.000

tuùi xaùch phuï nöõ vaø 211.500 caëp hoïc sinh. Coâng ty coù ba phaân xöôûng; naêng suaát cuûa

moãi phaân xöôûng ñoái vôùi moãi maët haøng, tính theo caùi/giôø ñöôïc cho bôûi ma traän.
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C =
















1597662
249132107
165112105

Haøng phaûi giao cuøng luùc ñeå xuaát khaåu. Haõy phaân coâng caùc phaân xöôûng saûn xuaát

moãi loaïi saûn phaåm trong thôøi gian theá naøo ñeå hoaøn thaønh hôïp ñoàng trong thôøi gian

ngaén nhaát.

Baøi 4.4  Moät coâng ty ñoà goã  kyù hôïp ñoàng giao cho khaùch haøng 500 boä baøn gheá.
Coâng ty coù hai xí nghieäp I vaø II vôùi naêng suaát  trung bình cuûa moãi xí nghieäp khi saûn
xuaát baøn hoaëc gheá ñöôïc cho trong baûng sau ( baøn/ngaøy hoaëc gheá/ngaøy)

             S.Phaåm
X.Nghieäp

baøn
1

gheá
1

XN I: 1 27 36
XN II: 1 45 54

a) Hoûi phaûi phaân coâng thôøi gian saûn xuaát cuûa caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå trong
moät ngaøy taïo ra ñöôïc nhieàu boä baøn gheá nhaát ? Öôùc tính thôøi gian trung bình
ñeå hoaøn thaønh hôïp ñoàng.

b) Trong thöïc teá cuûa daây chuyeàn saûn xuaát, xí nghieäp khoâng theå vöøa saûn xuaát
baøn, vöøa saûn xuaát gheá trong taát caû caùc ngaøy laøm vieäc, maø phaûi saûn xuaát baøn
(hoaëc gheá)  xong   roài môùi chuyeån sang saûn xuaát gheá (hoaëc baøn). Hoûi phaûi
phaân coâng trình töï saûn xuaát baøn gheá  cho caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå hoaøn
thaønh hôïp ñoàng sôùm nhaát?

Baøi 4.5  Moät coâng ty may maëc kyù hôïp ñoàng giao cho khaùch haøng 60.000 boä
quaàn Kaki vaø aùo sô mi. Coâng ty coù hai xí nghieäp I, II vôùi naêng suaát  trung bình cuûa
moãi xí nghieäp khi saûn xuaát quaàn aùo ñöôïc cho trong baûng sau (aùo/ngaøy, quaàn/ngaøy)

             S.Phaåm
X.Nghieäp

Quaàn
1

Aùo
1

XN I: 1 640 600

XN II: 1 540 480

a) Hoûi phaûi phaân coâng thôøi gian saûn xuaát cuûa caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå trong
moät ngaøy taïo ra ñöôïc nhieàu boä quaàn aùo nhaát? Öôùc tính thôøi gian trung bình ñeå
hoaøn thaønh hôïp ñoàng.

b) Trong thöïc teá cuûa daây chuyeàn saûn xuaát, ñeå thuaän tieän cho vieäc cung caáp
nguyeân vaät lieäu vaø toå chöùc saûn xuaát, moãi xí nghieäp khoâng theå vöøa saûn xuaát
quaàn, vöøa saûn xuaát aùo trong taát caû caùc ngaøy laøm vieäc, maø phaûi saûn xuaát quaàn
(hoaëc aùo)  xong   roài môùi chuyeån sang saûn xuaát aùo (hoaëc quaàn). Hoûi phaûi phaân
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coâng trình töï saûn xuaát quaàn aùo cho caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå hoaøn thaønh
hôïp ñoàng sôùm nhaát?

Baøi 4.6  Moät coâng ty may maëc kyù hôïp ñoàng giao cho khaùch haøng 100.000 boä ñoà
baûo hoä lao ñoäng ( moãi boä goàm 1 quaàn, 1 aùo, 2 gaêng tay). Coâng ty coù hai xí nghieäp
I, II vôùi naêng suaát  trung bình cuûa moãi xí nghieäp khi saûn xuaát quaàn, aùo, gaêng tay
ñöôïc cho trong baûng sau (aùo/ngaøy, quaàn/ngaøy, gaêng tay/ngaøy)

             S.Phaåm
X.Nghieäp

Quaàn
1

Aùo
1

Gaêng tay
2

XN I: 1 480 420 1500

XN II: 1 720 680 1800

a) Hoûi phaûi phaân coâng thôøi gian saûn xuaát cuûa caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå trong
moät ngaøy taïo ra ñöôïc nhieàu boä ñoà baûo hoä lao ñoäng nhaát? Öôùc tính thôøi gian
trung bình ñeå hoaøn thaønh hôïp ñoàng.

b) Hoûi phaûi phaân coâng trình töï saûn xuaát quaàn, aùo, gaêng tay cho caùc xí nghieäp
nhö theá naøo ñeå hoaøn thaønh hôïp ñoàng sôùm nhaát?

Baøi 4.7 Moät coâng ty ñoà goã  kyù hôïp ñoàng giao cho moät tröôøng hoïc 720 boä baøn gheá
(moãi boä goàm 1 baøn, 3 gheá). Coâng ty coù hai xí nghieäp I vaø II vôùi naêng suaát  trung
bình cuûa moãi xí nghieäp khi saûn xuaát baøn, gheá  ñöôïc cho trong baûng sau ( baøn/ngaøy,
gheá/ngaøy)

             S.Phaåm
X.Nghieäp

baøn
1

gheá
3

XN I: 1 36 60
XN II: 1 24 42

a) Hoûi phaûi phaân coâng thôøi gian saûn xuaát cuûa caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå trong
moät ngaøy taïo ra ñöôïc nhieàu boä baøn gheá  nhaát ? Öôùc tính thôøi gian trung bình
ñeå coâng ty saûn xuaát ñuû soá baøn  gheá  hoaøn thaønh hôïp ñoàng.

b) Trong thöïc teá cuûa daây chuyeàn saûn xuaát, ñeå thuaän tieän cho vieäc cung caáp
nguyeân vaät lieäu vaø toå chöùc saûn xuaát, moãi xí nghieäp khoâng theå vöøa saûn xuaát
baøn gheá trong taát caû caùc ngaøy laøm vieäc, maø phaûi saûn xuaát baøn (hoaëc gheá)
xong   roài môùi chuyeån sang saûn xuaát gheá (hoaëc baøn). Hoûi phaûi phaân coâng trình
töï saûn xuaát baøn gheá  cho caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå thuaän tieän cho vieäc toå
chöùc saûn xuaát vaø hoaøn thaønh hôïp ñoàng sôùm nhaát?

Baøi 4.8 Moät coâng ty ñoà goã  kyù hôïp ñoàng giao cho moät heä thoáng khaùch saïn 480 boä
baøn gheá tuû  (moãi boä goàm 1 baøn, 4 gheá, 1 tuû). Coâng ty coù hai xí nghieäp I vaø II vôùi naêng
suaát  trung bình cuûa moãi xí nghieäp khi saûn xuaát baøn, gheá, tuû ñöôïc cho trong baûng
sau ( baøn/ngaøy, gheá/ngaøy, tuû/ ngaøy)
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             S.Phaåm
X.Nghieäp

baøn
1

gheá
4

Tuû
1

XN I: 1 36 72 24
XN II: 1 24 64 16

a) Hoûi phaûi phaân coâng thôøi gian saûn xuaát cuûa caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå trong moät
ngaøy taïo ra ñöôïc nhieàu boä baøn gheá tuû  nhaát ? Öôùc tính thôøi gian trung bình ñeå coâng
ty saûn xuaát ñuû soá baøn  gheá  tuû hoaøn thaønh hôïp ñoàng.

b) Trong thöïc teá cuûa daây chuyeàn saûn xuaát, ñeå thuaän tieän cho vieäc cung caáp nguyeân vaät
lieäu vaø toå chöùc saûn xuaát, moãi xí nghieäp khoâng theå vöøa saûn xuaát baøn gheá trong taát caû
caùc ngaøy laøm vieäc, maø phaûi saûn xuaát baøn (hoaëc gheá, hoaëc tuû)  xong   roài môùi
chuyeån sang saûn xuaát gheá (hoaëc baøn, hoaëc tuû). Hoûi phaûi phaân coâng trình töï saûn xuaát
baøn gheá tuû cho caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå thuaän tieän cho vieäc toå chöùc saûn xuaát
vaø hoaøn thaønh hôïp ñoàng sôùm nhaát?

Baøi 4.9 Moät coâng ty ñoà goã kyù hôïp ñoàng giao cho moät heä thoáng khaùch saïn 350 boä
baøn gheá giöôøng (moãi boä goàm 1 baøn, 3 gheá, 2 giöôøng). Coâng ty coù hai xí nghieäp I vaø
II vôùi naêng suaát  trung bình cuûa moãi xí nghieäp khi saûn xuaát baøn, gheá, giöôøng ñöôïc
cho trong baûng sau ( baøn/ngaøy, gheá/ngaøy, giöôøng/ ngaøy)

             S.Phaåm
X.Nghieäp

Baøn
1

Gheá
3

Giöôøng
2

XN I: 1 40 90 32

XN II: 1 34 81 28

a) Hoûi phaûi phaân coâng thôøi gian saûn xuaát cuûa caùc xí nghieäp nhö theá naøo ñeå trong
moät ngaøy taïo ra ñöôïc nhieàu boä baøn gheá giöôøng  nhaát? Öôùc tính thôøi gian trung
bình ñeå coâng ty saûn xuaát ñuû soá baøn  gheá giöôøng hoaøn thaønh hôïp ñoàng.

b) Trong thöïc teá cuûa daây chuyeàn saûn xuaát, ñeå thuaän tieän cho vieäc cung caáp
nguyeân vaät lieäu vaø toå chöùc saûn xuaát, moãi xí nghieäp khoâng theå vöøa saûn xuaát
baøn gheá  giöôøng trong taát caû caùc ngaøy laøm vieäc, maø phaûi saûn xuaát baøn (hoaëc
gheá, hoaëc giöôøng)  xong  roài môùi chuyeån sang saûn xuaát gheá (hoaëc baøn, hoaëc
giöôøng). Hoûi phaûi phaân coâng trình töï saûn xuaát baøn gheá giöôøng cho caùc xí
nghieäp nhö theá naøo ñeå thuaän tieän cho vieäc toå chöùc saûn xuaát vaø hoaøn thaønh hôïp
ñoàng sôùm nhaát?

Baøi 4.10  Khaúng ñònh naøo sau ñaây sai?
A) Baøi toaùn SXÑB luoân coù PATÖ.
B) Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn SXÑB luoân coù PATÖ.
C) Haøm muïc tieâu cuûa baøi toaùn SXÑB luoân bò chaën.
D)  Phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn SXÑB  luoân duy nhaát.
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Chöông 5

PHÖÔNG PHAÙP SÔ ÑOÀ MAÏNG PERT-CPM
( Phöông phaùp hoaïch ñònh, laäp tieán ñoä vaø ñieàu haønh döï aùn )

Ñeå thöïc hieän moät döï  aùn hay coâng trình hay qui trình saûn xuaát, ngöôøi ta caàn tieán
haønh caùc hoaït ñoäng (coâng vieäc) coù lieân quan chaët cheõ vôùi nhau vaø phaûi thöïc hieän
theo moät trình töï nhaát ñònh, trong moät khoaûng thôøi gian nhaát ñònh cho ñeán khi hoaøn
thaønh toaøn boä döï aùn. Moïi coâng vieäc ñeàu caàn coù thôøi gian vaø tieâu toán moät löôïng taøi
nguyeân (voán, nguyeân lieäu, nhaân löïc, thieát bò maùy moùc...) ñeå hoaøn thaønh. Nhaèm toái öu
hoùa vieäc söû duïng thôøi gian vaø taøi nguyeân, ngöôøi ta aùp duïng moät phöông phaùp goïi laø
phöông phaùp PERT-CPM goàm 3 böôùc nhö sau: Laäp keá hoaïch, ñieàu haønh, kieåm tra vaø
hieäu chænh (neáu caàn).

Böôùc 1 Laäp keá hoaïch.

Trong böôùc naøy, ngöôøi ta xaùc ñònh muïc tieâu döï aùn roài döïa vaøo ñoù taùch dö aùn ra
thaønh töøng coâng vieäc cuï theå, xaùc ñònh thôøi gian hoaøn thaønh vaø thöù töï thöïc hieän caùc
coâng vieäc, löôïng taøi nguyeân caàn söû duïng cho moãi coâng vieäc. Tieáp theo, ngöôøi ta laäp
ra moät sô ñoà maïng löôùi ñeå bieåu thò caùc coâng vieäc vaø moái quan heä giöõa chuùng. Xaùc
ñònh ñöôøng gaêng vaø caùc coâng vieäc gaêng. Toái öu hoùa treân sô ñoà PERT ñeå ñaùp öùng caùc
chæ tieâu veà thôøi gian hoaøn thaønh vaø giaûm chi phí cho döï aùn (neáu caàn).

Böôùc 2 Ñieàu haønh döï aùn.

ÔÛ böôùc naøy, ngöôøi ta laäp baûng chæ tieâu thôøi gian cho caùc coâng vieäc. Phaûi xaùc ñònh roõ
nhaân löïc, phöông tieän nguyeân vaät lieäu, taøi chính,.. cho taát caû caùc coâng vieäc; chæ roõ
thôøi ñieåm baét ñaàu, thôøi ñieåm keát thuùc, thôøi gian döï  tröõ  cuûa caùc coâng vieäc vaø    moái
quan heä giöõa chuùng. Caùc coâng vieäc gaêng caàn tính toaùn chính xaùc vaø chuù yù   ñaëc bieät
khi thöïc hieän ñeå toaøn boä döï aùn ñöôïc hoaøn thaønh ñuùng haïn. Veõ bieåu ñoà thôøi gian-coâng
vieäc (bieåu ñoà GANTL) ñeå tieän cho vieäc theo doõi ñieàu haønh. Beân caïnh bieåu ñoà thôøi
gian-coâng vieäc theo keá hoaïch, khi ñieàu haønh ngöôøi ta coøn veõ bieåu ñoà thôøi gian-coâng
vieäc thöïc teá ñaõ dieãn ra ñeå deã daøng theo doõi tieán ñoä thöïc hieän caùc coâng vieäc vaø ñieàu
chænh (neáu caàn).

Böôùc 3 Kieåm tra vaø ñieàu chænh (neáu caàn).

Söû duïng sô ñoà maïng löôùi, baûng chæ tieâu thôøi gian coâng vieäc, bieåu ñoà thôøi gian- coâng
vieäc ñeå theo doõi vaø baùo caùo ñònh kyø tieán trieån cuûa döï aùn. Neáu caàn thì phaân tích, ñaùnh
giaù laïi aûnh höôûng cuûa nhöõng bieán ñoäng thò tröôøng vaø moâi tröôøng ñoái vôùi döï aùn vaø
treân cô sôû ñoù xaùc ñònh laïi sô ñoà môùi cho phaàn döï aùn coøn laïi sao cho toái öu.

 PERT: Project Evaluation and Review Technique hay Program Evaluation and Review
Technique.

 PERT-CPM : Project Evaluation and Review Technique – Critical path method
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§ 1. DÖÏ AÙN COÙ THÔØI GIAN TAÁT ÑÒNH
Coù hai caùch trình baøy sô ñoà maïng laø sô ñoà daïng AON (Activity On Node) hoaëc sô ñoà
daïng AOA (Activity On  Arrow). Trong sô ñoà daïng AON, coâng vieäc bieåu dieãn baèng
ñænh (nuùt voøng troøn), söï kieän bieåu dieãn baèng muõi teân. Trong sô ñoà daïng AOA, coâng
vieäc bieåu dieãn baèng muõi teân, söï kieän bieåu dieãn baèng ñænh(nuùt voøng troøn). Vì sô ñoà
daïng AOA phuø hôïp hôn(veà taâm lyù caûm nhaän thôøi gian vaø söï kieän) ñoái vôùi haàu heát moïi
ngöôøi neân trong taøi lieäu naøy chuùng toâi choïn caùch trình baøy sô ñoà daïng AOA.

1.1. Ví duï môû ñaàu
Xeùt moät döï aùn ( coâng trình ) xaây döïng goàm moät soá coâng vieäc vôùi caùc yeâu caàu ñaët
ra cho trong baûng sau:

Coâng vieäc Thôøi gian caàn
(thaùng)

Thöù töï tieán haønh

y1

y2

y3

y4

y5

y6

y7

y8

y9

y10

y11

3
4
3
7
6
8
4
2
5
4
7

Baét ñaàu ngay
Baét ñaàu ngay
Baét ñaàu ngay
Sau y1 hoaøn thaønh
Sau y2, y3, y4 hoaøn thaønh
Sau y1 hoaøn thaønh
Sau y2, y3, y4 hoaøn thaønh
Sau y3 hoaøn thaønh
Sau y3 hoaøn thaønh
Sau y5, y6, y7, y8 hoaøn thaønh
Sau y5, y6 hoaøn thaønh

Ñeå theo doõi vaø ñieàu haønh coâng vieäc, tröôùc tieân ngöôøi ta laäp ra moät sô ñoà maïng
löôùi PERT nhö sau.
                                                              y6

2                 8 5
                               y1                   y4    y5             y11

                                  3              7                     6              0         7
                                          y2 4          y7 y10

1                    4        4 6          4 7
                                    y3                   0          y8

                                   3                                   2        y9

                                                   5
3

Hình 5.1



Sô ñoà PERT-CPM 165

1.2. Caùc khaùi nieäm trong sô ñoà maïng
 Coâng vieäc – caïnh: Coâng vieäc laø hoaït ñoäng söû duïng thôøi gian, nhaân löïc, vaät löïc

trong quaù trình saûn xuaát, thi coâng,.... Moãi coâng vieäc ñöôïc bieåu thò baèng moät
muõi teân thaúng, cong, gaãy khuùc tuøy yù goïi laø moät caïnh cuûa sô ñoà. Treân caïnh naøy
ta ghi teân coâng vieäc yi , coøn beân döôùi ta ghi thôøi gian caàn thieát ñeå hoaøn thaønh
coâng vieäc naøy.

 Söï kieän- Ñænh: Moãi khi hoaøn thaønh moät hay moät soá coâng vieäc vaø khôûi coâng
moät hay moät soá  coâng vieäc khaùc goïi laø moät söï kieän. Moãi söï kieän ñöôïc bieåu thò
baèng moät ñænh cuûa sô ñoà. Caùc ñænh ñöôïc ñaùnh soá theo thöù töï  1, 2,...., n vaø moãi
ñænh ñöôïc ñaët trong moät voøng troøn nhoû. Söï kieän khôûi coâng döï aùn, coâng trình
hay qui trình saûn xuaát goïi laø söï kieän khôûi ñaàu vaø ñöôïc ñaùnh soá laø 1. Söï kieän
hoaøn thaønh toaøn boä döï aùn, coâng trình hay qui trình saûn xuaát goïi laø söï kieän keát
thuùc hay söï kieän cuoái vaø ñöôïc ñaùnh soá laø n.

yi
                                      i                j
                                                           ti

Hình 5.2

Coâng vieäc yi  naøy coøn goïi laø coâng vieäc (i,j). Ñænh i goïi laø goác vaø ñænh j goïi laø
ngoïn cuûa caïnh (i,j). Caïnh (i,j) goïi laø höôùng ra ñænh i vaø höôùng vaøo ñænh j.

 Coâng vieäc giaû (aûo): Laø coâng vieäc chæ moái lieân heä veà maët logic kyõ thuaät giöõa hai
hoaëc nhieàu coâng vieäc. Noù cho bieát  söï khôûi coâng cuûa coâng vieäc naøy phuï thuoäc
vaøo söï keát thuùc cuûa coâng vieäc khaùc ( chaúng haïn vieäc may quaàn aùo ñöôïc thöïc
hieän khi vieäc caét vaûi hoaøn thaønh, vieäc kieåm tra chaát löôïng thaønh phaåm chæ ñöôïc
thöïc hieän sau khi saûn phaåm hoaøn thaønh,...). Coâng vieäc giaû khoâng caàn caû thôøi gian
laãn nhaân löïc-vaät löïc, ñöôïc bieåu dieãn baèng moät muõi teân khoâng lieàn neùt treân ñoù ghi
thôøi gian hoaøn thaønh coâng vieäc laø 0. Trong hình 5.1 caùc coâng vieäc (3,4) vaø (5,6)
laø caùc coâng vieäc aûo. Ngoaøi coâng vieäc giaû coøn coù coâng vieäc chôø, laø coâng vieäc caàn
thôøi gian nhöng khoâng caàn nhaân löïc-vaät löïc.

1.3. Caùch ñaùnh soá caùc ñænh trong sô ñoà maïng

   Caùc ñænh trong sô ñoà maïng phaûi ñaùnh soá sao cho thoûa ñieàu kieän laø caïnh luoân
höôùng töø ñænh coù soá nhoû ñeán ñænh coù soá lôùn.

 Söï kieän khôûi ñaàu (khôûi coâng döï aùn, coâng trình) ñaùnh soá 1. Ñænh naøy khoâng coù caïnh
naøo höôùng tôùi noù.

 Sau khi moät ñænh ñaõ ñöôïc ñaùnh soá laø i, ta xoùa taát caû caùc caïnh coù goác laø i. Trong
caùc ñænh chöa ñaùnh soá, ñænh naøo chæ toaøn caïnh höôùng ra thì ñaùnh soá laø i+1. Neáu



Sô ñoà PERT-CPM 166

coù nhieàu ñænh chæ toaøn caïnh höôùng ra thì ñaùnh soá i+1, i+2,...tuøy yù cho caùc ñænh aáy
( do ñoù , vôùi cuøng moät dô ñoà maïng, vieäc ñaùnh soá caùc ñænh  coù theå khoâng duy nhaát). Cöù tieáp
tuïc nhö theá cho ñeán khi taát caû caùc ñænh ñöôïc ñaùnh soá.

1.4. Moät soá löu yù khi laäp sô ñoà maïng.
 Giöõa hai ñænh baát kyø coù nhieàu nhaát 1 caïnh.
 Neáu coù nhieàu coâng vieäc coù tính chaát gioáng nhau noái giöõa hai söï kieän thì chæ laáy

moät coâng vieäc coù thôøi gian daøi nhaát ñaïi dieän. Nhöng khi ñieàu haønh caàn chuù yù
vieäc thay theá naøy.

 Neáu  coù nhieàu coâng vieäc coù tính chaát khaùc nhau noái giöõa hai sö kieän thì ta ñöa
vaøo söï kieän giaû vaø coâng vieäc giaû.

   y1                                                                  y1

    Sô ñoà                y2                       ñöôïc thay bôûi                    y2

y3    y3

Hình 5.3
 Tröôøng hôïp y4 tieán haønh sau khi y1, y2 hoaøn thaønh; y5 tieán haønh sau khi y1, y2, y3

thì coù theå bieåu dieãn nhö sau:
                                     y1 y4

                                      y2   0

                                      y3                                    y5

Hình 5.4
 Tröôøng hôïp y4 tieán haønh sau khi y1, y2 hoaøn thaønh; y5 tieán haønh sau khi  y2, y3 thì

coù theå bieåu dieãn nhö sau:
                                            y1                     y4

                                                    0
                                       y2

            0
                                              y3 y5

Hình 5.5
1.5. Caùc chæ tieâu thôøi gian treân sô ñoà maïng
Goïi 

iU  laø taäp caùc caïnh xuaát phaùt töø ñænh i; 
iU  laø taäp caùc caïnh höôùng vaøo ñænh i.

1.5.1. Caùc chæ tieâu thôiø gian ñoái vôùi caùc söï kieän.
 Thôøi ñieåm sôùm nhaát xuaát hieän söï kieän j   : ( kyù hieäu s

jt )
  Söï kieän khôûi ñaàu ( öùng vôùi ñænh 1), laø söï kieän baét ñaàu döï aùn neân s

1t = 0.
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 Vôùi j > 1 thì söï kieän j chæ xuaát hieän khi moïi coâng vieäc daãn ñeán söï kieän j ñeàu
ñöôïc hoaøn thaønh. Do ñoù s

jt  baèng ñoä daøi ñöôøng ñi daøi nhaát töø ñænh 1 ñeán ñænh j.
Coâng thöùc tính s

jt  nhö sau:

 Thôøi ñieåm muoän nhaát xuaát hieän söï kieän j   : ( kyù hieäu m
jt )

 Söï kieän keát thuùc (öùng vôùi ñænh n) laø söï kieän hoaøn thaønh toaøn boä döï aùn. Vì döï aùn
phaûi hoaøn thaønh ñuùng thôøi haïn neân m

nt = s
nt .

 Vôùi j <  n thì m
jt  laø thôøi ñieåm  muoän nhaát maø taát caû caùc coâng vieäc daãn ñeán söï

kieän j ñeàu phaûi hoaøn thaønh. Noùi caùch khaùc, m
jt  phaûi baûo ñaûm  moïi coâng vieäc sau

döï kieän j khoâng aûnh höôûng ñeán thôøi gian hoaøn thaønh toaøn boä döï aùn. Roõ raøng laø
ñöôøng ñi daøi nhaát töø j ñeán n laø thôøi gian caàn thieát ñeå hoaøn thaønh taát caû caùc coâng
vieäc sau söï kieän j. Do ñoù ta coù coâng thöùc tính m

it  nhö sau:

 Thôøi löôïng döï tröõ cuûa söï kieän j: ( kyù hieäu jd )
Töùc laø thôøi löôïng maø söï kieän i coù theå xeâ dòch maø khoâng aûnh höôûng ñeán thôøi gian
hoaøn thaønh döï aùn.

 Ghi caùc chæ tieâu leân ñænh:  Sau khi ñaõ tính s
jt , m

jt , dj ta ghi caùc soá  naøy leân ñænh
nhö sau:

 Ñöôøng gaêng: Ñöôøng daøi nhaát töø ñænh 1 ñeán ñænh cuoái (ñænh n) goïi laø ñöôøng gaêng.
Caùc coâng vieäc vaø söï kieän naèm treân ñöôøng gaêng goïi laø coâng vieäc gaêng vaø söï kieän
gaêng.

Chuù yù   Vì s
i

m
i tt   vôùi i laø söï kieän gaêng neân ñöôøng gaêng ñi qua caùc söï kieän coù thôøi

gian döï tröõ baèng 0.

Ví duï 2  Tính thôøi ñieåm sôùm nhaát, thôøi ñieåm muoän nhaát xuaát hieän caùc söï kieän trong
sô ñoà hình 5.1. Tính thôøi löôïng döï tröõ cuûa caùc söï kieän .
 Thôøi ñieåm sôùm nhaát xuaát hieän caùc söï kieän .

0t s
1  , maxt s

2   12
s
1 tt   = max 0+3= 3

s
3t  = max 13

s
1 tt   = max0+3=  3

s
4t  = max 34

s
314

s
124

s
2 tt,tt,tt   = max 03,40,73   = 10

s
1t = 0
s
jt = max  s

it +tij / (i,j)  
jU , j >1

m
nt = s

nt
m
it = min  m

jt -tij / (i,j)  
iU , i < n

dj = m
jt - s

jt

j
s
jt m

jt

jd



Sô ñoà PERT-CPM 168

s
5t   = max  45

s
425

s
2 tt,tt   = max 610,83   = 16

s
6t  = max 56

s
546

s
436

s
3 tt,tt,tt   = max 016,410,23   = 16

s
7t  = max 76

s
657

s
537

s
3 tt,tt,tt   = max 416,716,53   = 23

 Thôøi ñieåm muoän nhaát xuaát hieän caùc söï kieän .
m
7t  = s

7t  = 23
m
6t  = min 67

m
7 tt   = min 423  = 19

m
5t  = min 56

m
657

m
7 tt,tt   = min 016,723   = 16

m
4t  = min 46

m
645

m
5 tt,tt   = min 419,616   = 10

m
3t  = min 34

m
436

m
637

m
7 tt,tt,tt   = min 010,219,523   = 10

m
2t  = min 25

m
524

m
4 tt,tt   = min 816,710   = 3

m
1t  = min 14

m
413

m
312

m
2 tt,tt,tt   = min 410,310,33   = 0.

 Thôøi löôïng döï tröõ cuûa caùc söï kieän.
d1 = m

1t - s
1t  = 0 – 0 = 0

       d2 = m
2t - s

2t  = 3 – 3 = 0
       d3  = m

3t - s
3t  = 10 – 3 = 7

       d4 = m
4t - s

4t  = 10 –10 = 0

       d5 = m
5t - s

5t  = 16 –16 = 0
       d6 = m

6t - s
6t  = 19 – 16 = 3

       d7 = m
7t - s

7t  = 23 – 23 = 0

Döïng laïi sô ñoà maïng vôùi ñaày ñuû caùc chæ tieâu treân caùc ñænh.

y6

                                                     8
        y5                                y11

              y1                 7    y4                 6               0            7
                      3
                         y2                                       y7                                   y10

                            4                                       4                                     4
                      y3                                     y8

3              0                 2           y9

                                                                           5

Hình 5.6
 Ñöôøng gaêng ñi qua caùc ñænh 1, 2, 4, 5, 7 vaø ñöôïc bieåu dieãn baèng nhöõng muõi teân

ñaäm nhö hình veõ.

1.5.2. Caùc chæ tieâu thôøi gian ñoái vôùi coâng vieäc
 Thôøi ñieåm khôûi coâng sôùm coâng vieäc (i, j) : s

i
ks
ij tt 

 Thôøi ñieåm hoaøn thaønh sôùm coâng vieäc (i, j) : ij
ks
ij

hs
ij ttt  .

 Thôøi ñieåm hoaøn thaønh muoän coâng vieäc (i, j) : m
j

hm
ij tt 

1
0         0
      0

      4
10       10
      0

      5
16       16
       0

6
16       19
      3

      7
23       23
      0

2
3        3
      0

      3
3      10
      7
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 Thôøi ñieåm khôûi coâng muoän coâng vieäc  (i, j) : ij
hm
ij

km
ij ttt 

 Thôøi gian döï tröõ chung cuûa coâng vieäc (i, j) kyù hieäu c
ijd  laø thôøi gian toái ña maø

coâng vieäc (i, j) coù theå keùo daøi vieäc thöïc hieän nhöng khoâng aûnh höôûng ñeán thôøi
gian hoaøn thaønh toaøn boä döï aùn: c

ijd  = ij
s
i

m
j ttt 

 Thôøi gian döï tröõ  ñoäc laäp coâng vieäc (i, j), kyù hieäu ñl
ijd , laø khoaûng thôøi gian toái ña

maø coâng vieäc (i, j) coù theå keùo daøi vieäc thöïc hieän nhöng khoâng aûnh höôûng ñeán
thôøi ñieåm hoaøn thaønh muoän nhaát cuûa  caùc coângvieäc dieãn ra tröôùc ñoù ( tröôùc söï
kieän i) vaø cuõng khoâng aûnh höôûng ñeán thôøi ñieåm khôûi coâng sôùm nhaát cuûa caùc
coâng vieäc dieãn ra sau ñoù ( sau söï kieän j ): ñl

ijd  = max ij
m
i

s
j ttt ,0

Löu yù : ñl
ijd  = 0  vôùi (i, j) laø coäng vieäc gaêng
ñl
ijd   = c

ijd  vôùi (i, j) laø coâng vieäc naèm giöõa hai söï kieän gaêng.
Ví duï 3   Baûng chæ tieâu  thôøi gian - coâng vieäc cuûa sô ñoà maïng hình 5.6.

 Coâng vieäc ks
ijt hs

ijt hm
ijt km

ijt c
ijd ñl

ijd Nhaân löïc …

y1 (1, 2) 0 3 3 0 0 0
y2 (1, 4) 0 4 10 6 6 6
y3 (1, 3) 0 3 10 7 7 0
y4 (2, 4) 3 10 10 3 0 0
y5 (4, 5) 10 16 16 10 0 0
y6 (2, 5) 3 11 16 8 5 5
y7 (4, 6) 10 14 19 15 5 2
y8 (3, 6) 3 5 19 17 14 4
y9 (3, 7) 3 8 23 18 15 7
y10 (6, 7) 16 20 23 19 3 0
y11 (5, 7) 16 23 23 16 0 0

5.3. Bieåu ñoà thôøi gian-  coâng vieäc ( sô ñoà PERT ngang, sô ñoà Gantt)

Ñeå boå sung cho sô ñoà maïng , ngöôøi ta thaønh laäp bieåu ñoà thôøi gian - coâng vieäc   hay
coøn goïi laø sô ñoà PERT ngang ñeå giuùp cho vieäc ñieàu haønh döï aùn deã daøng hôn. Sô ñoà
PERT ngang coù theå trình baøy bôûi moät trong hai caùch sau: caùch 1 töø goùc treân beân traùi
xuoáng hoaëc caùch 2 töø goùc döôùi beân traùi leân (töø goác toïa ñoä ra). Caùch 1 phuø hôïp vôùi
taâm lyù thò giaùc cuûa haàu heát moïi ngöôøi-khi nhìn vaøo moät tôø giaáy maét chuùng ta quen
nhìn töø goùc treân beân traùi xuoáng; caùch 2 phuø hôïp vôùi taâm lyù thò giaùc cuûa ngöôøi coù hoïc
toaùn maø ñaëc bieät laø moân hình hoïc giaûi tích. Trong taøi lieäu naøy chuùng toâi trình baøy
theo caùch 2.
Qui taéc thaønh laäp bieåu ñoà thôøi gian - coâng vieäc theo caùch 2 nhö sau:
 Veõ goùc phaàn tö thöù nhaát cuûa heä truïc toïa ñoä. Truïc hoaønh bieåu thò thôøi gian thöïc

hieän coâng vieäc, truïc tung bieåu dieãn coâng vieäc .
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 Moãi coâng vieäc thöïc hieän ñöôïc bieåu dieãn bôûi moät ñoaïn thaúng song song vôùi truïc
hoaønh . Ñoä daøi cuûa ñoaïn thaúng bieåu dieãn thôøi gian hoaøn thaønh coâng vieäc.  Coâng
vieäc giaû khoâng caàn bieåu dieãn hoaëc bieåu dieãn bôûi moät ñieåm.

 Caùc coâng vieäc (i,j) ñöôïc saép xeáp töø döôùi leân treân theo thöù töï taêng daàn cuûa chæ soá
j.  Neáu caùc coâng vieäc coù cuøng chæ soá j thì xeáp theo thöù töï taêng daàn chæ soá i.

 Khi laäp sô ñoà PERT ngang, döïa vaøo coät thôøi gian döï tröõ ñoäc laäp vaø coät thôøi gian
döï tröõ chung trong baûng chæ tieâu thôøi gian-coâng vieäc, coù theå ñieàu chænh thôøi
gian thöïc hieän caùc coâng vieäc khoâng gaêng sao cho thuaän tieän vieäc quaûn lyù, ñieàu
tieát toái öu caùc nguoàn löïc cho döï aùn vaø nhôø ñoù giaûm chi phí cuûa döï aùn.

 Öu ñieåm sô ñoà PERT ngang laø :
 Giuùp ngöôøi  ñieàu haønh saép xeáp, ñieàu chænh caùc coâng vieäc khoâng gaêng sao cho

giaûm bôùt aùp löïc veà nguoàn taøi nguyeân ( nhaân löïc, nguyeân vaät lieäu, phöông tieän
kyõ thuaät, ...) cung caáp cho döï aùn vaø nhôø ñoù coù theå giaûm bôùt chi phí cho döï aùn.

 Taïi moät thôøi ñieåm baát kyø trong thôøi gian thöïc hieän döï aùn, ngöôøi ñieàu haønh coù
theå bieát roõ nhöõng coâng vieäc naøo ñaõ thöïc hieän xong, coâng vieäc naøo ñang ñöôïc
thöïc hieän vaø möùc ñoä tieán trieån cuûa moãi coâng vieäc,… ñeå kòp thôøi coù nhöõng ñieàu
chænh hôïp lyù (neáu caàn).

Ví duï 4 Sô ñoà PERT ngang öùng vôùi sô ñoà PERT  hình 5.6  ñöôïc trình baøy trong hình
5.7. döôùi ñaây.
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Giaû söû coâng vieäc y2 caàn söû duïng chieác maùy M, coâng vieäc y6 cuõng caàn söû duïng chieác maùy M,

maø coâng ty chæ coù 1 chieác. Khi ñoù sô ñoà PERT ngang hình 5.8 khoâng thoûa maõn ñieàu kieän thi

coâng, vaø neáu thueâ hoaëc mua theâm moät chieác nöõa thì toán theâm nhieàu chi phí laøm cho giaù

thaønh coâng trình taêng leân. Ñeå giaûi quyeát vaán ñeà naøy, chuùng ta ñieàu chænh sô ñoà PERT ngang

baèng caùch döïa vaøo baûng chæ tieâu thôøi gian-coâng vieäc. Treân baûng chæ tieâu thôøi gian-coâng

vieäc, chuùng ta thaáy coâng vieäc y6 coù 5 thaùng döï tröõ ñoäc laäp, neân coù theå dôøi coâng vieäc y6 khôõi

coâng treã hôn 2 thaùng maø khoâng aûnh höôûng ñeán caùc coâng vieäc khaùc vaø thôøi gian hoaøn thaønh

toaøn boä döï aùn ñoàng thôøi giaù thaønh döï aùn vaãn giöõ nguyeân. Chuùng ta coù sô ñoà PERT ngang

môùi nhö sau.

 Chuù y ù  Coù theå veõ sô ñoà PERT ngang theo chieàu töø traùi sang phaûi vaø töø treân xuoáng

cho phuø hôïp vôùi taâm lyù thò giaùc cuûa nhöõng ngöôøi khoâng hoaëc ít laøm toaùn cuõng coù theå

xem sô ñoà deã daøng hôn.
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§2. DÖÏ AÙN COÙ TÍNH NGAÃU NHIEÂN

Trong caùc muïc §1, ta xem thôøi gian thöïc hieän caùc coâng vieäc tij laø hoaøn toaøn taát ñònh

khi laäp sô ñoà maïng ñeå ñieàu haønh döï aùn. Do ñoù moâ hình coù ñöôïc laø moâ hình taát ñònh.

Trong thöïc teá, do caùc yeáu toá khaùch quan (bieán ñoäng veà nguyeân vaät lieäu, nguoàn nhaân

löïc,...), neân thôøi gian hoaøn thaønh caùc coâng vieäc laø ñaïi löôïng ngaãu nhieân maø ta chæ coù

theå bieát ñöôïc phaân phoái xaùc suaát thoâng qua kinh nghieäm vaø soá lieäu thoáng keâ. Do ñoù

moâ hình thöïc teá laø moâ hình ngaãu nhieân hay moâ hình xaùc suaát. Khi ñoù vieäc tính toaùn

caùc chæ tieâu ñeå ñieàu haønh döï aùn bao goàm: Tính kyø voïng vaø phöông sai caùc ñaïi löôïng

ngaãu nhieân; tính xaùc suaát ñeå döï aùn hoaøn thaønh ñuùng thôøi haïn qui ñònh Tqñ  cho

tröôùc. Vieäc laäp vaø ñieàu haønh döï aùn coù tính ngaãu nhieân ñöôïc thöïc hieän nhö sau.

Tröôùc tieân, ngöôøi ta laäp baûng chi tieát caùc coâng vieäc caàn thöïc hieän vaø trình töï thöïc

hieän. Xaùc ñònh thôøi gian hoaøn thaønh töøng coâng vieäc  ñöôïc döïa vaøo 3 loaïi:

 Thôøi gian laïc quan , kyù hieäu a, laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc khi

moïi vieäc dieãn ra thuaän lôïi.

 Thôøi gian bi quan, kyù hieäu laø b, laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc khi

gaëp nhieàu baát lôïi.

 Thôøi gian hôïp lyù nhaát, kyù hieäu m, laø thôøi gian hieän thöïc nhaát. Noùi caùch khaùc, ñoù

laø thôøi gian coù xaùc suaát lôùn nhaát, ñænh cao cuûa haøm maät ñoä.

Trong thöïc teá, ñeå xaùc ñònh  caùc öôùc löôïng a, b, m naøy ngöôøi ta laøm nhö sau :

 Döïa vaøo kinh nghieäm cuûa nhöõng ngöôøi thöïc hieän döï aùn.

 Döïa vaøo caùc soá lieäu thoáng keâ.

 Hoûi yù kieán caùc chuyeân gia trong lónh vöïc lieân quan ñeán döï aùn caàn thöïc
hieän. Ñoái vôùi caùc döï aùn maø baûn thaân ngöôøi thöïc hieän ít kinh nghieäm vaø
soá lieäu thoáng keâ cuõng ngheøo naøn thì hoûi yù kieán caùc chuyeân gia laø phuø
hôïp nhaát.

Sau khi ñaõ coù a, b, m thì thôøi gian trung bình ñeå hoaøn thaønh caùc coâng vieäc ñöôïc tính
theo coâng thöùc (giaû thieát

2
ba   chieám tyû troïng baèng nöûa thôøi gian hôïp lyù nhaát m)
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Neáu giaû thieát thôøi gian hoaøn thaønh moãi coâng vieäc  laø ñaïi löôïng ngaãu nhieân T coù phaân
phoái Beâta () thì kyø voïng E(T) vaø phöông sai Var(T) tính theo coâng thöùc

Tieáp theo, ta laäp baûng chi tieát caùc coâng vieäc caàn thöïc hieän, trình töï  thöïc hieän vaø caùc
yeâu caàu veà maët thôøi gian.

Teân coâng
vieäc

Thöù töï
thöïc hieän

Thôøi gian
laïc quan

a

Thôøi gian
hôïp lyù  m

Thôøi gian
bi quan  b

E(T)  = t Var(T)

Y1





Yn

     

Döïa vaøo baûng naøy vaø xem thôøi gian hoaøn thaønh moãi coâng vieäc laø t  ta laäp sô ñoà
PERT, xaùc ñònh ñöôøng gaêng vaø coâng vieäc gaêng, tính chæ tieâu thôøi gian cho caùc coâng
vieäc.

Giaû söû thôøi gian hoaøn thaønh toaøn boä döï aùn laø ñaïi löôïng ngaãu nhieân  coù
phaân phoái chuaån. Khi ñoù :

 Thôøi gian trung bình hoaøn thaønh döï aùn laø kyø voïng  E()  vaø baèng vôùi ñoä daøi
ñöôøng   gaêng :

 Phöông sai : Var() = 
G)j,i(

ij )T(Var , vôùi G laø taäp caùc coâng vieäc treân ñöôøng gaêng.

 Ñoä leäch chuaån: () = )Var(

 m4ba
6
1m2

2
ba

3
1t 






 




E(T)  = )bm4a(
6
1t 

Var(T)  =
2

6
ab






   = 2σ

E() = ñoä daøi ñöôøng gaêng
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 Xaùc suaát ñeå hoaøn thaønh toaøn boä döï aùn trong khoaûng thôøi gian töø T1 ñeán T2 cho
tröôùc laø:

 Xaùc suaát ñeå hoaøn thaønh toaøn boä döï aùn ñuùng thôøi gian haïn qui ñònhø Tqñ cho tröôùc
laø:

Ví duï 5   Baûng sau ñaây cho bieát caùc coâng vieäc phaûi laøm khi laép ñaët heä thoáng
nhaø xöôûng môùi cho saûn xuaát. Trong ñoù :

a- laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc moät caùch laïc quan.

m- laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc trong ñieàu kieän bình thöôøng

b- Thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc moät caùch bi quan nhaát.

Coâng
vieäc

a

(ngaøy)

m

(ngaøy)

b

(ngaøy)

Trình töï

tieán haønh

Y1 4 5,5 10 Baét ñaàu ngay

Y2 2 4 6 Baét ñaàu ngay

Y3 1 2 3 Baét ñaàu ngay

Y4 6 7 8 Sau Y3

Y5 2 4 6 Sau Y2 vaø Y4

Y6 6 10 14 Sau Y1 vaø  Y5

Y7 2 2,5 6 Sau Y1 vaø  Y5

Y8 3 6 9 Sau Y6

Y9 10 11 12 Sau Y7

Y10 14 15,5 20 Sau Y3

Y11 2 7,5 10 Sau Y8vaø Y9

P(T1 T  T2) =  










)(
)(ET2

σ
- 











)(
)(ET1

σ

P(T  Tqñ) =  











)(
)(ETqñ

σ
 + 











)(
)(E

σ
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a) Haõy tính kyø voïng vaø phöông sai cho caùc ñaïi löôïng ngaãu nhieân bieåu thò thôøi
gian hoaøn thaønh coâng vieäc.

b) Laäp sô ñoà PERT vaø xaùc ñònh ñöôøng gaêng .

c) Tính xaùc suaát ñeå toaøn boä döï aùn ñöôïc hoaøn thaønh vôùi thôøi gian khoâng quaù 40
ngaøy.

Giaûi

a) Kyø voïng vaø phöông sai cho caùc ñaïi löôïng ngaãu nhieân bieåu thò thôøi gian hoaøn

thaønh coâng vieäc: E(T)=
6

bm4a   , Var(T)  =
2

6
ab






   = 2σ

Coâng
vieäc

a

(ngaøy)

m

(ngaøy)

b

(ngaøy)

E(T) Var(T) Trình töï

tieán haønh

Y1 4 5,5 10 6 1 Baét ñaàu ngay

Y2 2 4 6 4 16/36 Baét ñaàu ngay

Y3 1 2 3 2 4/36 Baét ñaàu ngay

Y4 6 7 8 7 4/36 Sau Y3

Y5 2 4 6 4 16/36 Sau Y2 vaø Y4

Y6 6 10 14 10 64/36 Sau Y1 vaø  Y5

Y7 2 2,5 6 3 16/36 Sau Y1 vaø  Y5

Y8 3 6 9 6 1 Sau Y6

Y9 10 11 12 11 4/36 Sau Y7

Y10 14 15,5 20 16 1 Sau Y3

Y11 2 7,5 10 7 64/36 Sau Y8vaø Y9

b)  Laäp sô ñoà PERT vaø xaùc ñònh ñöôøng gaêng.
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 Ñöôøng gaêng ñi qua caùc ñænh 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8 vaø coù chieàu daøi laø 36.

c)  Tính xaùc suaát ñeå toaøn boä döï aùn ñöôïc hoaøn thaønh vôùi thôøi gian khoâng quaù 40 ngaøy.
 Thôøi gian trung bình hoaøn thaønh döï aùn : E(T) = 36

 Phöông sai: Var(T) =
36
4 +

36
4 +

36
16 +

36
64 +

36
36 +

36
64 =

3
17

 Ñoä leâch chuaån : () = )Var( =
3

17  2,38

 Xaùc suaát ñeå toaøn boä döï aùn ñöôïc hoaøn thaønh vôùi thôøi gian khoâng quaù 40 ngaøy laø

P(T 40) =  





 

38,2
3640 + 








38,2
36 = 0,4535 + 0,5 = 0,9535 %35,95
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§3. ÑIEÀU CHÆNH VAØ TOÁI ÖU HOÙA TREÂN SÔ ÑOÀ MAÏNG
Khi ñaõ tính toaùn xong caùc thoâng soá cho sô ñoà maïng ta ñöôïc moät maïng phuïc vuï cho
keá hoaïch thi coâng ban ñaàu. Tieáp theo, ta phaûi xem maïng ñoù coù phuø hôïp vôùi thôøi gian
ñaõ qui ñònh hay khoâng. Neáu khoâng phuø hôïp vôùi thôøi gian quy ñònh tröôùc thì phaûi tieán
haønh ñieàu chænh cho phuø hôïp veà maët thôøi gian roài tieán haønh tính toaùn laïi caùc nguoàn
löïc cung caáp cho vieäc thöïc hieän döï aùn .

Vaán ñeà ñaët ra laø caàn ñieàu chænh maïng nhö theá naøo ñeå ñaùp öùng ñöôïc nhu caàu veà maët
thôøi gian vôùi chi phí thaáp nhaát. Ñeå ñaït ñöôïc muïc ñích naøy ta  söû duïng ñöôøng gaêng vaø
thöïc hieän theo 4 böôùc sau :
Böôùc 1  Laäp sô ñoà PERT, tìm ñöôøng gaêng vaø caùc coâng vieäc naèm treân ñöôøng gaêng.
Böôùc 2 Tính chí phí cho vieäc ruùt ngaén thôøi gian cuûa töøng coâng vieäc theo töøng ñôn vò
thôøi gian  ( giôø, ngaøy, tuaàn, thaùng, ....- chỉ cần tính cho công việc găng)
Böôùc 3 Choïn coâng vieäc treân ñöôøng gaêng coù chi phí nhoû nhaát theo töøng ñôn vò thôøi
gian vaø ruùt ngaén 1 đđơn vị. Kieåm tra vaø tính toaùn ñeå xaùc ñònh laïi ñöôøng gaêng roài quay
veà böôùc 2. Chuùng ta cöù laøm nhö vaäy cho ñeán khi ñaït muïc tieâu.
Ví duï 6  Caàn ruùt ngaén thôøi gian trung bình hoaøn thaønh döï aùn trong ví duï 5 khoâng quaù
34 ngaøy. Giaû söû  chi phí cho vieäc ruùt ngaén thôøi gian hoaøn thaønh töøng coâng vieäc găng
ñöôïc cho trong baûng sau (trieäu ñoàng/ngaøy).

Coâng
vieäc

Chi phí ngaøy thöù nhaát
(trieäu ñoàng/ngaøy)

Chi phí ngaøy thöù hai
(trieäu ñoàng/ngaøy)

Y3 6 7
Y4 3 4
Y5 4 5
Y6 6 8
Y8 4 5
Y11 5 7

Coâng vieäc treâng ñöôøng gaêng coù chi phí nhoû nhaát laø Y4 ( 3 trieäu ñoàng/ ngaøy). Ta ruùt
ngaén Y4 xuoáng coøn 7 ngaøy (ruùt 1 ngaøy). Tính laïi taát caû caùc chæ tieâu treân ñænh ta ñöôïc
sô ñoà PERT sau ñaây.
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Tieáp theo, coâng vieäc treân ñöôøng gaêng coù chi phí nhoû nhaát laø Y4, Y5, Y8 (4 trieäu ñoàng/
ngaøy). Ta choïn Y8 ñeå ruùt ngaén 1 ngaøy xuoáng coøn 5 ngaøy( coù theå ruùt ngaøy thöù nhaát
cuûa Y5 hoaëc ngaøy thöù hai cuûa Y4). Tính laïi taát caû caùc chæ tieâu treân ñænh ta ñöôïc sô ñoà
PERT sau ñaây.

 Ngoaøi phöông phaùp naøy coøn coù phöông phaùp söû duïng söû duïng qui hoïach tuyeán
tính.

Baøi taäp

Baøi 5. 1 Moät coâng trình xaây döïng bao goàm caùc coâng vieäc sau ñaây.  Yeâu  caàu xaây
döïng sô ñoà maïng , tìm caùc coâng vieäc gaêng vaø thôøi gian döï tröõ caùc loïai cuûa coâng vieäc.

Coâng vieäc Thôøi gian ñeå hoøan thaønh (thaùng) Trình töï tieán haønh

A 3 Baét ñaàu ngay

B 4 Baét ñaàu ngay

C 3 Baét ñaàu ngay

D 4 Sau A

E 2 Sau A

F 1 Sau A

G 4 Sau B vaø D

H 2 Sau C vaø E

I 4 Sau B, C , D ,E ,F
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Baøi 5. 2  Qui trình saûn xuaát moät loïai saûn phaåm A bao goàm caùc coâng vieäc sau ñaây .
Yeâu caàu xaây döïng sô ñoà maïng , tìm caùc coâng vieäc gaêng vaø thôøi gian döï tröõ caùc loïai
cuûa coâng vieäc.

Coâng vieäc Thôøi gian ñeå hoøan thaønh
(giôø)

Trình töï tieán haønh

Y1 3 Baét ñaàu ngay
Y2 5 Baét ñaàu ngay
Y3 7 Baét ñaàu ngay
Y4 9 Sau Y1

Y5 6 Sau Y1

Y6 12 Sau Y3

Y7 11 Sau Y3

Y8 8 Sau Y2, Y4, Y5, Y6

Y9 4 Sau Y2, Y5, Y6

Y10 5 Sau Y7

Baøi 5. 3  Qui trình coâng ngheä  saûn xuaát moät loïai saûn phaåm  goàm caùc coâng vieäc sau

ñaây . Yeâu caàu xaây döïng sô ñoà maïng , tìm caùc coâng vieäc gaêng vaø thôøi gian döï tröõ caùc

loïai cuûa coâng vieäc .

Coâng vieäc Thôøi gian ñeå hoøan thaønh

(giôø)

Trình töï tieán haønh

Y1 2 Baét ñaàu ngay

Y2 3 Baét ñaàu ngay

Y3 4 Baét ñaàu ngay

Y4 3 Sau Y1

Y5 4 Sau Y1

Y6 4 Sau Y2, Y5

Y7 3 Sau Y2, Y3, Y5

Y8 4 Sau Y2, Y4, Y5

Y9 6 Sau Y2, Y4, Y5

Y10 5 Sau Y6, Y7, Y8

Y11 7 Sau Y2, Y3, Y5

Baøi 5.4 Döïng sô ñoà maïng. Tìm ñuôøng gaêng cuûa quy trình coâng ngheä
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Coâng vieäc Thôøi gian ñeå hoaøn thaønh

(tuaàn)

Trình töï tieán haønh

Y1 3 Baét ñaàu ngay

Y2 4 Baét ñaàu ngay

Y3 3 Baét ñaàu ngay

Y4 5 Sau Y1

Y5 4 Sau Y1

Y6 5 Sau  Y3

Y7 6 Sau Y2, Y4

Y8 8 Sau Y2, Y4, Y5

Y9 5 Sau   Y7

Y10 4 Sau Y2, Y4, Y6

Baøi 5. 5  Baûng sau ñaây cho bieát caùc coâng vieäc phaûi laøm khi laép ñaët heä thoáng ñieän cho
moät khu nhaø ôû môùi. Trong ñoù :
a- laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc moät caùch laïc quan.
m -laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc trong ñieàu kieän bình thöôøng
b- Thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc moät caùch bi quan. ( xaûy ra trong hình

huoáng xaáu  )
Coâng
vieäc

a
(ngaøy)

m
(ngaøy)

b
(ngaøy)

Trình töï
tieán haønh

U1 3 6 8 Baét ñaàu ngay
U2 2 4 6 Baét ñaàu ngay
U3 1 2 3 Baét ñaàu ngay
U4 6 7 8 Sau U3

U5 2 4 6 Sau U2 vaø U4

U6 6 10 14 Sau U1 vaø  U5

U7 1 2 4 Sau U1 vaø  U5

U8 3 6 9 Sau U6

U9 10 11 12 Sau U7

U10 14 16 20 Sau U3

U11 2 8 10 Sau U8vaø U9

a) Haõy tính kyø voïng vaø phöông sai cho caùc ñaïi löôïng ngaãu nhieân bieåu thò thôøi
gian hoaøn thaønh coâng vieäc.

b) Laäp sô ñoà PERT vaø xaùc ñònh ñöôøng gaêng .
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c) Tính xaùc suaát ñeå toaøn boä döï aùn ñöôïc hoaøn thaønh vôùi thôøi gian khoâng quaù 40
ngaøy.

Baøi 5. 6  Moät coâng ty caàn thöïc hieän moät döï aùn goàm caùc coâng vieäc vôùi caùc yeâu caàu ñaët
ra cho trong baûng sau ñaây. Trong ñoù, a laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc
moät caùch laïc quan, m laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc trong ñieàu kieän bình
thöôøng, b laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc moät caùch bi quan.

Thôøi gian caàn (tuaàn)Coâng vieäc

a m b

Thöù töï tieán haønh

y1

y2

y3

y4

y5

y6

y7

y8

y9

y10

y11

y12

2
3

1,5
6
4
6

2,5
1,5
3
3
6
3

2,5
3,5
2,5
6,5
6

7,5
3,5
2

5,25
3,5
6,5
5,25

6
7

6,5
10
8

12
7,5
2,5
6
7

10
6

Baét ñaàu ngay
Baét ñaàu ngay
Baét ñaàu ngay
Sau y1 hoaøn thaønh
Sau y2, y3, y4 hoaøn thaønh
Sau y1 hoaøn thaønh
Sau y2, y3, y4 hoaøn thaønh
Sau y3 hoaøn thaønh
Sau y3 hoaøn thaønh
Sau y5, y6, y7, y8 hoaøn thaønh
Sau y5, y6 hoaøn thaønh
Sau y2, y4, y9 hoaøn thaønh

a) Haõy tính kyø voïng vaø phöông sai cho caùc ñaïi löôïng ngaãu nhieân bieåu thò thôøi
gian hoaøn thaønh coâng vieäc. Laäp sô ñoà PERT, xaùc ñònh ñöôøng gaêng, öôùc tính
thôøi gian trung bình ñeå hoaøn thaønh döï aùn.

b) Döïng sô ñoà PERT ngang vôùi ñieàu kieän coâng ty khoâng theå thöïc hieän coâng vieäc
y8 vaø y9 cuøng moät thôøi ñieåm.

c) Tính xaùc suaát ñeå toaøn boä döï aùn ñöôïc hoaøn thaønh vôùi thôøi gian khoâng quaù 25
tuaàn.

d) Giaû söû chi phí ñeå ruùt ngaén thôøi gian hoaøn thaønh caùc coâng vieäc ñöôïc cho trong
baûng sau ñaây ( trieäu ñoàng/tuaàn)

Coâng vieäc y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y10 y11 y12

Chi phí 15 12 30 18 15 20 14 12 20 25 18 20

 Haõy ruùt ngaén thôøi gian trung bình hoaøn thaønh döï aùn coøn 16 tuaàn vôùi chi phí thaáp
nhaát.

Baøi 5.7  Moät coâng ty caàn thöïc hieän moät döï aùn goàm caùc coâng vieäc vôùi caùc yeâu caàu ñaët
ra cho trong baûng sau ñaây. Trong ñoù, a laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc
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moät caùch laïc quan, m laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc trong ñieàu kieän bình
thöôøng, b laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc moät caùch bi quan.

Thôøi gian caàn (tuaàn)Coâng vieäc

a m b

Thöù töï tieán haønh

y1

y2

y3

y4

y5

y6

y7

y8

y9

y10

y11

y12

y13

y14

2
3
1
6
4
6

2,5
1,5
3
3
5

3,5
4
5

3,5
3,5
2,5
6,5
6

7,5
3,5
2

5,25
3,5
6,5
5,25

5
6

8
7
7

10
8

12
7,5
2,5
6
7
9

5,5
6
7

Baét ñaàu ngay
Baét ñaàu ngay
Baét ñaàu ngay
Sau y1 hoaøn thaønh
Sau y2, y3, y4 hoaøn thaønh
Sau y1 hoaøn thaønh
Sau y2, y3, y4 hoaøn thaønh
Sau y3 hoaøn thaønh
Sau y3 hoaøn thaønh
Sau y5, y6, y7, y8 hoaøn thaønh
Sau y5, y6 hoaøn thaønh
Sau y2, y4, y9 hoaøn thaønh
Sau y5, y6 hoaøn thaønh
Sau y10, y11, y12 hoaøn thaønh

a) Haõy tính kyø voïng vaø phöông sai cho caùc ñaïi löôïng ngaãu nhieân bieåu thò thôøi
gian hoaøn thaønh coâng vieäc. Laäp sô ñoà PERT, xaùc ñònh ñöôøng gaêng, öôùc tính
thôøi gian trung bình ñeå hoaøn thaønh döï aùn.

b) Döïng sô ñoà PERT ngang (theo chieàu töø traùi sang phaûi vaø töø treân xuoáng döôùi)
vôùi ñieàu kieän coâng ty khoâng theå thöïc hieän 5 coâng vieäc cuøng moät thôøi ñieåm.

c) Tính xaùc suaát ñeå toaøn boä döï aùn ñöôïc hoaøn thaønh vôùi thôøi gian khoâng quaù 30
tuaàn.

d) Giaû söû chi phí ñeå ruùt ngaén thôøi gian hoaøn thaønh caùc coâng vieäc ñöôïc cho trong
baûng sau ñaây ( trieäu ñoàng/tuaàn)

Coâng vieäc y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y10 y11 y12 y13 y14

Chi phí 10 12 30 18 15 20 14 12 20 25 18 20 16 25

Haõy ruùt ngaén thôøi gian trung bình hoaøn thaønh döï aùn coøn 19 tuaàn vôùi chi phí thaáp
nhaát.

Baøi 5.8  Caùc coâng vieäc cuûa moät quy trình saûn xuaát boä khung kho chöùa haøng baêng theùp
vaø caùc soá lieäu lieân quan cho ôû baûng sau :
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Coâng Thôøi gian  thaønh
ñeå hoaøn ( tuaàn )

Chi phí
 (trieäuñoàng) Trình töï

vieäc Bình
thöôøng

Ruùt ngaén
coøn

Bình
thöôøng

Khi ruùt
ngaén

tieán haønh

Y1 3 2 10 16 Baét ñaàu ngay
Y2 2 1 20 27 Baét ñaàu ngay
Y3 2 1 3 6 Baét ñaàu ngay
Y4 7 3 13 16 Sau Y1

Y5 6 3 8,5 10 Sau Y2

Y6 2 1 40 50 Sau Y3

Y7 4 2 15 20 Sau Y4, Y5

a) Laäp sô ñoà PERT vôùi thôøi gian hoaøn thaønh caùc coâng vieäc ôû möùc bình thöôøng vaø
xaùc ñònh ñöôøng gaêng.

b) Duøng phöông phaùp “söû duïng ñöôøng gaêng” ñeå ruùt ngaén thôøi gian hoaøn thaønh toaøn
boä quy trình xuoáng coøn 10 tuaàn.

Baøi 5.9 Moät coâng ty caàn thöïc hieän moät döï aùn xaây döïng heä thoáng nhaø xöôûng cho saûn xuaát
bao goàm caùc coâng vieäc vôùi caùc yeâu caàu ñaët ra cho trong baûng sau ñaây. Trong ñoù, a laø thôøi
gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc moät caùch laïc quan, m laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh
coâng vieäc trong ñieàu kieän bình thöôøng, b laø thôøi gian öôùc tính hoaøn thaønh coâng vieäc moät
caùch bi quan.

Thôøi gian caàn (tuaàn)Coâng vieäc

a m b

Thöù töï tieán haønh

y1

y2

y3

y4

y5

y6

y7

y8

y9

y10

y11

y12

y13

y14

y15

1,5
1,5
1
6
4
6

2,5
1,5
3
3
6

3,5
4
5

0,5

2,5
2,5
2,5
6,5
6

7,5
3,5
2

5,25
3,5
6,5
5,25

5
6

1,5

4,5
3,5
7

10
8

10
5,5
2,5
6
7

10
5,5
6
7

2,5

Baét ñaàu ngay
Baét ñaàu ngay
Baét ñaàu ngay
Sau y2 hoaøn thaønh
Sau y1, y3, y4 hoaøn thaønh
Sau y2 hoaøn thaønh
Sau y1, y3, y4 hoaøn thaønh
Sau y3 hoaøn thaønh
Sau y3 hoaøn thaønh
Sau y5, y6, y7, y8 hoaøn thaønh
Sau y5, y6 hoaøn thaønh
Sau y1, y4, y9 hoaøn thaønh
Sau y5, y6 hoaøn thaønh
Sau y10, y11, y12 hoaøn thaønh
Sau y1, y4, y9 hoaøn thaønh
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a) Haõy tính kyø voïng vaø phöông sai cho caùc ñaïi löôïng ngaãu nhieân bieåu thò thôøi gian hoaøn
thaønh coâng vieäc. Khi tính kỳ vọng làm tròn số phaàn thaäp phaân như sau:

Khoaûng (0; 0,2] (0,2; 0,4] (0,4; 0,6] (0,6,0,8] (0,8; 1)

Laøm troøn thaønh 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Laäp sô ñoà PERT, xaùc ñònh ñöôøng gaêng, öôùc tính thôøi gian trung bình ñeå hoaøn thaønh döï
aùn.Tính xaùc suaát ñeå toaøn boä döï aùn ñöôïc hoaøn thaønh vôùi thôøi gian khoâng quaù 33 tuaàn.

b) Laäp baûng chæ tieâu thôøi gian cho caùc coâng vieäc vaø döïng sô ñoà PERT ngang (theo
chieàu töø traùi sang phaûi vaø töø treân xuoáng döôùi) vôùi ñieàu kieän nguoàn nhaân löïc cuûa
coâng ty khoâng theå thöïc hieän 4 coâng vieäc cuøng moät thôøi ñieåm.

c) Giaû söû chi phí ñeå ruùt ngaén thôøi gian hoaøn thaønh caùc coâng vieäc ñöôïc cho trong baûng
sau ñaây ( trieäu ñoàng/tuaàn)

C. vieäc y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y10 y11 y12 y13 y14 y15

Chi phí 15 12 30 18 15 20 14 12 20 25 18 20 16 10 20

Haõy ruùt ngaén thôøi gian trung bình hoaøn thaønh döï aùn khoâng quaù 20 tuaàn vôùi chi phí thaáp
nhaát vaø tính chi phí taêng theâm ñoù. Laäp baûng chæ tieâu thôøi gian cho caùc coâng vieäc vaø döïng
sô ñoà PERT ngang ñoái vôùi keá hoaïch sau khi ruùt ngaén thôøi gian trung bình hoaøn thaønh döï
aùn khoâng quaù 24 tuaàn.

d) Dự án đang thực hiện theo kế hoạch đã lập ở (c) thì vào đầu tuần 10 có một sự cố
xảy ra làm toàn bộ công việc của công ty phải ngưng thực hiện 01 tuần. Hãy điều chỉnh
kế  hoạch sao cho thôøi gian trung bình hoaøn thaønh döï aùn khoâng quaù 24 tuaàn với chi
phí thấp nhất.
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